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ASIGNATURA: MATEMATICA II

I. FUNDAMENTACION

En esta disciplina se exponen los conceptos basicos sobre las figuras de dos y tres dimensiones,
para operar con sistemas de medidas lineales y angulares, con el fin de resolver, entre otros, problemas
topograficos y astronomicos simples.

I1. OBJETIVOS
Objetivos generales
1. Estudiar las propiedades de las figuras geométricas.
2. Desarrollar de la capacidad de razonamiento I6gico para el planteo y solucién de problemas.
3. Adquirir destrezas en la resolucion de problemas.

Objetivos especificos

1. Utilizar axiomas y propiedades ya establecidos en la demostracion de teoremas.
2. Demostrar las propiedades de las figuras en el plano y en el espacio.

3. Analizar y resolver problemas gréaficos.

4. Analizar y resolver problemas numéricos que envuelven medidas de figuras geométricas en el
plano y en el espacio.

5. Resolver problemas de tridngulos y otras figuras, mediante el estudio de la relacion entre lados y
funciones trigonométricas de angulos.

6. Resolver problemas de la trigonometria con procedimientos algebraicos de aplicacion en Inge-
nieria.

I11. CONTENIDOS
Programa Sintético
Fundamentos, definiciones, axiomas.

Angulos: consecutivos, adyacentes, recto, agudo, obtuso, opuestos por el vértice, complementarios,
suplementarios. Propiedades de los angulos. Teoremas relativos a los mismos.

Rectas: perpendiculares y oblicuas. Teoremas relativos a las mismas.

Triangulos: definicidn, clasificacion segln sus lados y sus angulos. Teoremas relativos a los casos
de congruencia. Teoremas relativos a lados y angulos. Teoremas relativos a la mediatriz de un lado y
bisectriz de un angulo.

Rectas paralelas. Axioma. Teoremas relativos a angulos determinados por dos rectas paralelas cor-
tadas por una secante. Teoremas relativos a &ngulos de lados respectivamente paralelos o perpendicula-
res.

Poligono: definicién, clasificacion segin el nimero de lados, diagonal. Teoremas relativos a angu-
los de poligonos.
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Cuadrilatero: definicion, clasificacion. Teoremas relativos a los lados, diagonales y angulos de tra-
pecios y paralelogramos.

Circunferencia: definicion, elementos. Teoremas relativos a arcos, cuerdas, angulos centrales, inte-
riores, inscritos, semiinscritos y exteriores.

Proporcionalidad de segmentos de rectas: definicion, semejanza de poligonos. Teoremas relativos a
semejanza de triangulos.

Area de triangulos. Figuras equivalentes. Areas de figuras planas.
Ejercicios de construccion de figuras geométricas.

Nociones preliminares de trigonometria.

Funciones trigonométricas de arcos complementarios y suplementarios; de arcos que difieren en
una semicircunferencia positiva; arcos iguales y de signos contrarios. Representaciones graficas de las
funciones trigonométricas.

Reduccion de funciones trigonométricas de un arco a funciones trigonométricas de un arco del pri-
mer cuadrante.

Funciones trigonométricas inversas. Representaciones graficas.

Deduccidn de las formulas trigonométricas del primer grupo. Formulas fundamentales y derivadas.
Determinacion geométrica de los valores de las funciones trigonométricas de arcos notables.
Deduccion de las formulas trigonométricas del segundo grupo.

Deduccion de las formulas trigonométricas del tercer grupo.

Identidades trigonométricas. Verificacion. ldentidades trigonométricas condicionadas.

Resolucion de ecuaciones trigonométricas.

Resolucion de sistemas de ecuaciones trigonomeétricas.

Resolucion de triangulos rectangulos y oblicuangulos.

Determinacion de planos. Teorema relativo a rectas perpendicular y oblicuo a un plano.
Teoremas relativos a rectas y planos paralelos.
Teoremas relativos a los angulos diedros y poliedros.

Cuerpos poliedros convexos. Clasificacién y caracteristicas. Formulas del area lateral, total y vo-
lumen de prismas, tronco de prismas, pirdmides y tronco de piramides.

Superficie cilindrica: directriz y generatriz. Formulas de area lateral, area total y volumen de un ci-
lindro.

Superficie conica: directriz y generatriz. Formulas de area lateral, &rea total y volumen de un cono.
Superficie esférica y esfera. Area de la superficie esférica y volumen de la esfera.
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Programa Analitico

Detalle de los contenidos

EDA: Teorema o corolario con enunciados, demostracion y aplicaciones en ejercicio.
EA: Teorema o corolario con enunciados y aplicaciones en ejercicios, sin demostracion.
Introduccion

e Fundamentos. Las categorias de axiomas en la Geometria, segin David Hilber. Los términos
primitivos en geometria.

Axiomas de enlace y de ordenacion.

Figura convexa. Propiedad general de las figuras convexas.

Concepto de movimiento de las figuras.

Axiomas de congruencia, de paralelismo y de continuidad.

Objeto y division de la geometria.

GEOMETRIA PLANA
e Segmentos de rectas: definicidn, congruencia o igualdad, desigualdad y operaciones con seg-
mentos de rectas.

Angulos, division del angulo, congruencia o igualdad, desigualdad, operaciones con angulos.
Bisectriz de un angulo. Angulos adyacentes y opuestos por el vértice. Definicion.

Rectas perpendiculares y oblicuas. Angulos recto, agudo y obtuso. Unicidad de la recta per-
pendicular a otra por un punto de la misma o exterior a ella.

Medida de angulos. Sistemas sexagesimal y centesimal. Angulos complementarios y suplemen-
tarios.

Mediatriz de un segmento de recta.

(EA)Teorema: Dos angulos adyacentes son suplementarios.

(EA)Teorema: Dos angulos consecutivos suplementarios son adyacentes.

(EA)Teorema: Dos angulos opuestos por el vértice son iguales.

(EDA)Teorema: Las bisectrices de dos angulos adyacentes pertenecen a rectas perpendiculares
y las de dos angulos opuestos por el vértice a una misma recta.

Elementos de un tridngulo: base; altura relativa a un lado; mediana relativa a un lado; mediatriz
de un lado; bisectriz de un angulo; perimetro y semiperimetro.

Clasificacion de triangulos de acuerdo a sus lados y a sus angulos.

(EA)Teorema: Casos de congruencia o igualdad de triangulos.

a) Dos triangulos son congruentes si tienen dos lados y el &ngulo comprendido respectivamente
iguales.

a.1) Dos poligonos del mismo nimero n (n>3) de lados, son congruentes si tienen n—1 lados
consecutivos respectivamente iguales comprendiendo n—2 angulos iguales idénticamente
dispuestos.

a.2) Dos triangulos rectdngulos son congruentes si tienen sus catetos respectivamente iguales.

a.3) En un tridngulo isosceles, los dngulos opuestos a los lados iguales son iguales.
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a.4) Un triangulo equilétero es equiangulo.
a.5) Si dos angulos de un triangulo son iguales, el triangulo es isdsceles.
a.6) Un triangulo equiangulo es equilatero.
e Corolario: En un triangulo isosceles, la altura, la mediana y la bisectriz que tienen por origen el
vértice donde concurren los lados iguales, pertenecen a la mediatriz del lado opuesto.

e Corolario: En un triangulo is6sceles, la altura, la mediana y el segmento de la bisectriz que tie-
nen por origen el vértice donde concurren los lados iguales y extremos en el lado opuesto, son
iguales.

b) Dos tridngulos son iguales si tienen un lado y los &ngulos contiguos respectivamente iguales.

b.1) Dos poligonos del mismo ndmero n (n>3) de lados son iguales si tienen n—2 lados conse-
cutivos respectivamente iguales contiguos a n —1 angulos iguales idénticamente dispuestos.

b.2) Dos triangulos rectangulos son iguales si tienen un angulo agudo y la hipotenusa respecti-
vamente iguales.

c) Dos triangulos son iguales si tienen respectivamente iguales sus tres lados.

c.1) Dos poligonos del mismo nimero n (n>3) de lados son iguales si tienen n lados respecti-
vamente iguales y n—3 &ngulos consecutivos respectivamente iguales idénticamente dispues-
tos.

e Otras consecuencias del axioma del paralelismo "Por un punto exterior a una recta pasa unay so-
lo una recta paralela a la dada (Euclides)":

a) Dos rectas perpendiculares a una tercera, son paralelas.
b) Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas.

c) Toda recta secante a una recta corta también a sus paralelas y toda recta perpendicular a una
recta es perpendicular a sus paralelas.

d) Las respectivas rectas perpendiculares a dos rectas paralelas, son paralelas.
e) Las respectivas rectas perpendiculares a dos rectas concurrentes, son concurrentes.

e Denominaciones de angulos determinados por dos rectas cortadas por una recta secante o trans-
versal a ambas.

o (EA)Teorema: Dos rectas paralelas cortadas por una secante forman:
a) Angulos alternos internos o externos iguales;
b) Angulos correspondientes iguales;
¢) Angulos conjugados internos o externos suplementarios.
e (EA)Teorema: Si dos rectas cortadas por una secante forman:
a) Angulos alternos internos o externos iguales;
b) Angulos correspondientes iguales;
¢) Angulos conjugados internos o externos suplementarios,
Las rectas son paralelas.

e (EDA)Teorema: Los segmentos determinados en dos rectas paralelas, por otras dos rectas para-
lelas, son iguales.

o Definicion de angulos exteriores de un poligono.
e (EDA)Teorema: La suma de los &ngulos interiores de un triangulo es igual a dos &ngulos rectos.
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a) Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios.
b) Un tridngulo no puede tener mas de un angulo recto ni mas de uno obtuso.

c) El punto de interseccién de dos rectas no paralelas cortadas por una transversal o secante a
las mismas, pertenece al semiplano en que se encuentran los angulos conjugados internos
cuya suma es menor que dos rectos.

d) Todo angulo exterior a un tridngulo es igual a la suma de los dngulos internos no adyacen-
tes a él y mayor que cada uno de ellos.

e) Dos triangulos rectangulos son iguales si tienen un angulo agudo y un cateto respectiva-
mente iguales.

Definicidn de poligonos regulares.

Corolario: La suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n lados (n>2) es
igual a 2Rt(n — 2) (1Rt es igual a un &ngulo recto).

Corolario: El angulo interior de un poligono convexo regular de n lados es igual a 2Rt(n -2)/n
(1Rt es igual a un angulo recto).

(EA)Teorema: La suma de los angulos exteriores de un poligono convexo es igual a cuatro
angulos rectos.

Definicion de sentidos en semirrectas que pertenecen a rectas paralelas.

(EDA)Teorema: Dos angulos de lados situados en rectas respectivamente paralelas y dirigidos
en el mismo sentido o en sentidos opuestos son iguales.

(EDA)Teorema: Dos angulos de lados situados en rectas respectivamente paralelas, dos de ellos
dirigidos en el mismo sentido y los otros dos en sentidos opuestos, son suplementarios.

(EDA)Teorema: Dos angulos, agudos u obtusos, de lados situados en rectas respectivamente
perpendiculares, son iguales.

(EDA)Teorema: Dos angulos, uno agudo y otro obtuso, de lados situados en rectas respectiva-
mente perpendiculares, son suplementarios.

(EDA)Teorema: Si en un triangulo dos lados son desiguales, a mayor lado se opone mayor
angulo.

(EDA)Teorema: Si en un triangulo dos angulos son desiguales, a mayor angulo se opone mayor
lado.

a) En todo tridngulo rectangulo la hipotenusa es el lado mayor.

(EA)Teorema: Cada lado de un triangulo es menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia.

Definiciones de: Distancia entre dos puntos. Distancia de un punto a una recta. Segmentos obli-
cuos.

(EDA)Teorema: La distancia de un punto a una recta es menor que un segmento oblicuo com-
prendido entre el punto y la recta.

(EDA)Teorema: El menor de los segmentos de rectas comprendidos entre un punto y una recta
es el que pertenece a la perpendicular por el punto a la recta.

(EA)Teorema: Dos segmentos oblicuos comprendidos entre un punto y una recta y cuyos pies
equidistan del de la perpendicular por el punto a la recta, son iguales.

(EA)Teorema: Si dos segmentos oblicuos comprendidos entre un punto y una recta son iguales,
sus pies equidistan del pie de la perpendicular por el punto a la recta.
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o (EDA)Teorema: dos tridngulos rectdngulos son iguales si tienen respectivamente iguales la
hipotenusa y un cateto.

e (EA)Teorema: De dos segmentos oblicuos comprendidos entre un punto y una recta, aquel cuyo
pie dista méas del pie de la perpendicular por el punto a la recta, es mayor.

e (EA)Teorema: Si dos segmentos oblicuos comprendidos entre el punto y la recta son desigua-
les, el pie del segmento oblicuo mayor dista mas que el pie del menor, del pie de la recta per-
pendicular trazada por el punto a la recta.

e (EDA)Teorema: Si dos tridngulos tienen dos lados respectivamente iguales y el angulo com-
prendido desigual, a mayor angulo se opone mayor lado.

e (EDA)Teorema: Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente iguales y el tercer lado des-
igual, a mayor lado se opone mayor angulo.

¢ (EDA)Teorema: Dadas, en un plano, tres 0 mas rectas paralelas y una transversal o secante a las
mismas, si los segmentos de recta determinados en la secante por las rectas paralelas son igua-
les, también seran iguales los determinados en cualquier otra transversal por las mismas rectas
paralelas.

o (EDA) Teorema: La recta paralela a la que contiene un lado de un triangulo, por el punto me-
dio de otro lado, pasa por el punto medio del tercer lado, y, el segmento de extremos en dichos
puntos medios, es la mitad del primer lado.

o (EDA)Teorema: La recta determinada por los puntos medios de dos lados de un triangulo es pa-
ralela a la recta que contiene el tercer lado.

e Definicion de lugar geométrico

o (EDA)Teorema: La mediatriz de un segmento de recta es el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de los extremos de dicho segmento.

e (EDA)Teorema: La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de
los lados del angulo.

e Corolario: El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas secantes, es el conjunto
de las dos rectas perpendiculares formado por las bisectrices de los cuatro angulos que aquellas
determinan.

e (EA)Teorema: las bisectrices de los angulos de un tridngulo concurren en un punto equidistante
de los lados (incentro)

e (EA)Teorema: Las mediatrices de los lados de un triangulo concurren en un punto equidistante
de los vértices (circuncentro)

e (EA)Teorema: El punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equidista de los tres
vértices.

o (EA)Teorema: Las rectas perpendiculares por los vértices de un triangulo a las rectas que con-
tienen a los lados opuestos son concurrentes (ortocentro)

e (EDA)Teorema: Las medianas de un triangulo concurren en un punto situado a la tercera parte
de cada una de ellas, a contar del lado correspondiente (baricentro)

e (EDA)Teorema: Si uno de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo es el doble del otro, la
hipotenusa es el doble del cateto menor.

e Cuadrilateros: clasificacion y caracteristicas. Suma de los angulos internos y externos. Trape-
cios: caracteristicas y clasificacion; base media, semisuma y semidiferencia de las bases.

PRO-A-CPI. Programa de Matematica 11
Pagina 36



Universidad Nacional de Asuncion
Facultad de Ingenieria

“Tradicion y Excelencia en la Formacién de Ingenieros”

Campus Universitario — San Lorenzo - Paraguay

(EDA)Teorema: Si un cuadrilatero tiene respectivamente iguales sus lados o sus angulos opues-
tos, es un paralelogramo.

(EA)Teorema: Si un cuadrilatero tiene dos lados opuestos iguales y situados en rectas paralelas,
es un paralelogramo.

Propiedades de las diagonales de los cuadrilateros.

(EDA)Teorema: Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes iguales.

Definiciones: circunferencia; circulo; centro y radio; rectas tangente y secante; arco; cuerda;
diametro; segmento circular; Division de un arco y operaciones con arcos de una misma circun-
ferencia o de circunferencias de radios iguales; angulo central, angulo inscrito, angulo semins-
crito, angulo interior, angulo exterior; sector circular; circunferencias tangentes interiores y ex-
teriores; circunferencias secantes; circulos interiores y exteriores; circulos concéntricos; corona
y trapecio circular; relacion entre distancia entre los centros de dos circunferencias y sus radios;
recta tangentes comuin interna y externa a dos circunferencias.

(EDA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, angulos
centrales iguales interceptan arcos iguales y el mayor de dos angulos centrales desiguales, in-
tercepta mayor arco.

(EA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, arcos igua-
les subtienden angulos centrales iguales; y el mayor de dos arcos desiguales subtiende mayor
angulo central.

(EA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, arcos igua-
les son subtendidos por cuerdas iguales, y el mayor de dos arcos desiguales es subtendido por
mayor cuerda.

(EA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, cuerdas
iguales subtienden arcos iguales, y la mayor de dos cuerdas desiguales subtiende mayor arco.

(EDA)Teorema: La recta perpendicular por el centro de una circunferencia a una recta secante,
bisecta la cuerda y los arcos subtendidos.

a) Un didmetro bisecta la circunferencia.

b) La recta determinada por el centro de una circunferencia y el punto medio de una cuerda es
perpendicular a la recta secante que contiene la cuerda.

¢) La mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia.

(EDA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, cuerdas
iguales equidistan del centro y de dos cuerdas desiguales la mayor dista menos del centro que la
menor.

(EDA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, las cuer-
das equidistantes del centro son iguales, y de dos cuerdas no equidistantes del centro es mayor
la que menos dista del mismo.

a) El diametro es la mayor cuerda de una circunferencia.

(EDA)Teorema: Si una recta es perpendicular a otra que contiene un radio en el extremo del
mismo, la primera es tangente a la circunferencia.

(EDA)Teorema: La recta tangente a una circunferencia es perpendicular a la recta determinada
por el centro y el punto de tangencia.

(EA)Teorema: La recta perpendicular a una recta tangente por el punto de tangencia contiene al
centro de la circunferencia.
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(EA)Teorema: La recta perpendicular por el centro de una circunferencia a una recta tangente,
pasa por el punto de tangencia.

(EDA)Teorema: En una circunferencia, dos rectas paralelas interceptan arcos iguales.

(EA)Teorema: Dos rectas tangentes a una circunferencia por un punto exterior a la misma for-
man angulos iguales con la determinada por el punto exterior y el centro de la circunferencia y
los segmentos de las tangentes, de extremos en dicho punto exterior y los de tangencia, son
iguales.

Corolario: La recta determinada por los centros de dos circunferencias secantes, es la mediatriz
de la cuerda comun.

(EDA)Teorema: Si dos circunferencias son tangentes, la recta determinada por los centros pasa
por el punto de tangencia.

Definiciones: Unidad de medida de una magnitud; medida de una cantidad de una magnitud;
cantidades constante y variable; limite de una cantidad variable; cantidades conmensurables e
inconmensurables.

Propiedades: relaciones de igualdad de dos cantidades y sus medidas; cantidades variables que
permanecen iguales y sus limites.

(EA)Teorema: En una misma circunferencia o en circunferencias de radios iguales, dos &ngu-
los centrales son entre si como los arcos que los subtienden.

(EA)Teorema: Un angulo central se mide por el arco que lo subtiende (medida de un angulo por
un arco).

(EDA)Teorema: Un angulo inscrito en una circunferencia tiene por medida la mitad del arco
comprendido entre sus lados.

Corolario: Un angulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.
Corolario: Todos los dngulos inscritos en un mismo arco o en arcos iguales, son iguales.

Corolario: Un angulo inscrito en un arco menor que una semicircunferencia es obtuso y en un
arco mayor que una semicircunferencia es agudo.

(EA)Teorema: Un angulo seminscrito en una circunferencia tiene por medida la mitad del arco
comprendido entre sus lados.

(EDA) Teorema: Un angulo interior a una circunferencia tiene por medida la semisuma de los
arcos comprendidos entre las rectas que contienen sus lados.

(EDA)Teorema: Un angulo exterior a una circunferencia, tiene por medida la semidiferencia de
los arcos comprendidos entre sus lados.

(EDA)Teorema: Un cuadrilatero inscrito en una circunferencia tiene sus angulos opuestos su-
plementarios.

(EDA)Teorema: Si un cuadrilatero tiene sus dngulos opuestos suplementarios, es inscriptible en
una circunferencia.

Definicion de arco capaz de contener un angulo dado, considerando como cuerda un segmento
de recta dado.

Ejercicios de construcciones geométricas:

0 Por un punto trazar una recta perpendicular a una recta. Considerar: a) punto de la recta
y b) punto exterior a la recta.

0 Trazar la bisectriz de un angulo.
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Determinar el punto medio de: a) un segmento de recta y b) un arco de circunferencia.

o Por un punto de una recta trazar una semirrecta que forme con ella un angulo igual a un
angulo dado.

Por un punto exterior a una recta trazar una recta paralela a ella.
Dividir un segmento de recta en un nimero dado de segmentos iguales.

Construir un triangulo, dados: a) dos lados y el angulo comprendido; b) un lado y dos
angulos y c) los tres lados.

Construir un paralelogramo, dados dos lados y el &ngulo comprendido.

o

Construir un triangulo, dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
Dado un triangulo, construir las circunferencias inscrita y circunscrita al mismo.

Trazar una recta tangente a una circunferencia por un punto dado. Considerar: a) punto
de la circunferencia y b) punto exterior a la circunferencia.

o0 Considerando un segmento de recta como cuerda, trazar un arco capaz de contener un
angulo dado.

O O O O

o0 Trazar una recta tangente comun a dos circunferencias dadas. Considerar la tangente a)
interior y b) exterior.

0 Construir un triangulo isosceles dados: a) la base y el angulo opuesto; b) la base y el ra-
dio de la circunferencia circunscripta; c) la base y el radio de circunferencia inscrita y d)
el perimetro y la altura relativa a la base.

o0 Construir un triangulo rectangulo dados: a) la hipotenusa y un cateto; b) un cateto y la
altura relativa a la hipotenusa; ¢) la mediana y la altura relativa a la hipotenusa; d) un
cateto y el radio de la circunferencia inscrita y ) un angulo agudo y el radio de la cir-
cunferencia inscrita.

(EDA)Teorema: (Thales) los segmentos interceptados en dos rectas transversales por tres 0 mas
rectas paralelas son proporcionales.

Corolario: Toda recta paralela a la que contiene un lado de un tridngulo, divide los otros dos en
segmentos proporcionales.

Corolario: Si una recta divide dos lados de un triangulo en segmentos proporcionales, es parale-
la a la recta que contiene al tercer lado.

Definicidn de division arménica de un segmento de recta.

(EDA)Teorema: La bisectriz de un angulo de un tridngulo y la del externo suplementario de
éste, dividen el lado opuesto armdnicamente en la razon de los lados que comprenden dicho
angulo.

Definicidn de poligonos semejantes: elementos homologos en poligonos semejantes. razon de
semejanza.

(EDA)Teorema: Dos triangulos son semejantes si tienen respectivamente iguales dos angulos.
Corolario: Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen igual un angulo agudo.

(EDA)Teorema: Dos triangulos son semejantes si tienen un angulo igual comprendido entre la-
dos proporcionales.

Corolario: Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen proporcionales los dos catetos.

(EDA)Teorema: Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres lados respectivamente propor-
cionales.
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Corolario: los perimetros de dos poligonos semejantes son entre si como dos lados homologos
cualesquiera.

(EA)Dos poligonos semejantes se pueden descomponer igual nimero de triangulos semejantes,
idénticamente dispuestos.

Corolario: Dos poligonos que pueden descomponerse en igual nimero de tridngulos semejantes
idénticamente dispuestos son semejantes.

Definicion de proyeccion de un punto y de un segmento de recta sobre una recta.

(EDA)Teorema: En un tridangulo rectangulo se verifican:

a) Los dos triangulos determinados por la altura relativa a la hipotenusa son semejantes y seme-
jantes al triangulo dado;

b) La altura relativa a la hipotenusa es media proporcional entre los segmentos determinados en
la hipotenusa;

c) Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion sobre ella.

Corolario: El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los dos catetos.

Corolario: Si se considera la recta perpendicular por un punto de una circunferencia a una recta
gue contiene un diametro de dicha circunferencia, se verifican:

a) El segmento de la perpendicular, de extremos en el punto de la circunferencia y el pie de la
perpendicular, es media proporcional entre los dos segmentos determinados en el didmetro;

b) La cuerda de extremos en el punto de la circunferencia y uno de los extremos del diametro, es
media proporcional entre el didmetro y su proyeccion sobre este.

(EDA)Teorema: Si dos rectas secantes se cortan en un punto interior de una circunferencia, el
producto de los segmentos determinados en una de las cuerdas, es igual al de los determinados
en la otra.

(EDA)Teorema: Si en dos rectas que se cortan se tienen cuatro segmentos de extremos comunes
y tales que el producto de dos de ellos contenido en una de las rectas es igual al de los otros dos
contenidos en la otra recta, por los extremos no comunes pasa una circunferencia.

(EDA)Teorema: Si por un punto exterior a una circunferencia se consideran una recta tangente
y una secante a la misma, el segmento de la recta tangente de extremos en el punto dado y el de
tangencia es media proporcional entre los segmentos de la secante, de extremos en los puntos
de interseccion con la circunferencia y comunes en el punto dado.

Corolario: Si por un punto exterior a una circunferencia se consideran rectas secantes a la mis-
ma, el producto de los segmentos de cada secante, de extremos en los puntos de interseccion
con la circunferencia y comunes es el punto dado, es constante.

(EDA)Teorema: El cuadrado del segmento de la bisectriz de un angulo de un triangulo, de ex-
tremos en el vértice de dicho angulo y su interseccion con el lado opuesto; es igual al producto
de los lados del angulo menos el producto de los segmentos determinados por la bisectriz en el
lado opuesto.

(EDA)Teorema: El producto de dos lados de un tridngulo es igual al producto del didmetro de
la circunferencia circunscripta al mismo por la altura relativa al tercer lado.

Ejercicios de construcciones geométricas:

o Dividir un segmento de recta dado en segmentos proporcionales a otros dos segmentos
de rectas dados my n.

0 Determinar la cuarta proporcional de tres segmentos de rectas dados.
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Determinar la tercera proporcional de dos segmentos de rectas consecutivos dados.
0 Determinar la tercera proporcional de dos segmentos de rectas dados.

0 Determinar la media proporcional de dos segmentos de rectas dados. Considerar si son
consecutivos y si estan superpuestos con un extremo coman.

0 Definicion y construccién de la division de un segmento de recta dado en media y ex-
trema razén. (division aurea)

0 Construir un poligono semejante a otro dado, conociendo un lado homoélogo a uno de
lados del poligono dado.

o Inscribir en una circunferencia dada un triangulo semejante a un tridngulo dado.

¢ Definiciones de: unidad de superficie; rea de una superficie; figuras equivalentes.
o Propiedad: Dos figuras iguales son equivalentes.

e (EA) Teorema: Las &reas de dos rectangulos que tienen igual altura son entre si como sus bases
respectivas.

e Corolario: Las areas de dos rectangulos que tienen igual base son entre si como sus alturas res-
pectivas.

e (EA) Teorema: Las areas de dos rectangulos son entre si como los productos de las bases por
las alturas respectivas.

e Corolario: El &rea de un rectangulo es igual al producto de la base por la altura.
e Corolario: El area de un paralelogramo es igual al producto de la base por la altura.
e Corolario: Dos paralelogramos de bases y alturas iguales son equivalentes.

e Corolario: Las areas de dos paralelogramos de bases iguales son entre si como sus alturas res-
pectivas; las de dos alturas iguales son entre si como sus bases respectivas y las areas de dos
paralelogramos cualesquiera son entre si como los productos de las bases por las alturas respec-
tivas.

e Corolario: El &rea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de la base por la altura.

e Corolario: Las areas de dos triangulos de bases iguales son entre si como sus alturas respecti-
vas; las de dos triangulos de alturas iguales son entre si como sus bases respectivas; y las areas
de dos tridngulos cualesquiera son entre si como los productos de sus bases por las alturas res-
pectivas.

e Corolario: El &rea de un trapecio es igual al producto de la semisuma de las bases por la altura.
e Corolario: El érea de un rombo es igual a la mitad del producto de sus diagonales.

e (EDA)Teorema: Las areas de dos triangulos que tienen un angulo igual son entre si como los
productos de los lados que comprenden ese angulo.

o (EDA)Teorema: Las areas de dos triangulos semejantes son entre si como los cuadrados de dos
lados homologos cualesquiera.

e Corolario: Las areas de dos poligonos semejantes son entre si como los cuadrados de los lados
homologos.

e Corolario: Las areas de dos poligonos semejantes son entre si como los cuadrados de dos seg-
mentos homélogos cualesquiera.

e Corolario: (de Pitagoras) el cuadrado que tiene por lado la hipotenusa de un triangulo rectangu-
lo es equivalente a la suma de los cuadrados que tienen por lados a los catetos del mismo trian-
gulo rectangulo.
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Expresiones de la altura, radio de la circunferencia circunscripta y radio de la circunferencia ins-
crita en funcién del lado de un triangulo equilétero.

Expresién del area de la superficie de un tridngulo equilatero.

(EDA)Teorema: En todo triangulo, el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos mas o menos el doble producto de uno de ellos por la proyeccion del
otro sobre él, segtin que el angulo opuesto al lado considerado sea obtuso o agudo.

(EA)Teorema: La suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera de un tridngulo es igual a
dos veces el cuadrado de la mitad del tercero, més dos veces el cuadrado de la mediana relativa
al mismo.

(EA)Teorema: La diferencia de los cuadrados de dos lados cualesquiera de un triangulo es igual
a dos veces el producto del tercero por la proyeccién de su mediana sobre él.

Definicidn de circunferencia exinscrita a un tridngulo

Determinacion de las formulas que relacionan los lados de un triangulo y segmentos determina-
dos en los mismos por las circunferencias inscrita y exinscrita.

Deduccion de las siguientes formulas, en funcion de los lados de un tridngulo:
o Alturarelativa a un lado
o Area de la superficie (Formula de Herén)
0 Radios de las circunferencias inscrita, circunscrita y exinscritas.
0 Segmento de bisectriz, de extremos en el vértice y su interseccion con el lado opuesto.

0 Mediana relativa a un lado.
Deducciones de las siguientes relaciones en un triangulo:
0 Sumas de los inversos de sus alturas y el inverso del radio de la circunferencia inscrita.

0 Suma de los inversos de los radios de sus circunferencias exinscritas y el inverso del radio
de la circunferencia inscrita.

0 Producto de los radios de las circunferencias inscrita, exinscritas y el cuadrado del area de
su superficie.
Ejercicios de construcciones geométricas:
0 Construir un cuadrado equivalente a la suma de dos cuadrados dados.

0 Construir un poligono semejante a dos poligonos semejantes dados y cuya area de superfi-
cie es igual a la suma de las areas de las superficies de los poligonos dados.

Construir un triangulo equivalente a un poligono dado.
Construir un cuadrado equivalente a un paralelogramo dado.
Construir un cuadrado equivalente a un tridngulo dado.
Construir un cuadrado equivalente a un poligono dado.

Construir un paralelogramo equivalente a un cuadrado dado, conociendo la suma de la base
y la altura.

O O ©0 O O

0 Construir un paralelogramo equivalente a un cuadrado dado, conociendo la diferencia de la
base y la altura.

0 Construir un poligono semejante a un poligono dado y equivalente a otro poligono dado.

o0 Construir un cuadrado cuya area de superficie esté en una relacién igual a la de dos seg-
mentos dados m y n con el area de superficie de un cuadrado dado.
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o Construir un poligono semejante a un poligono dado y cuya area de superficie esté en una
relacion igual a la de dos segmentos dados m y n con el area de la superficie del poligono
dado.

¢ Poligonos regulares: radio; apotema; centro; angulo central.
e (EA) Teorema: Todo poligono regular tiene una circunferencia inscrita y una circunscrita.

e Corolario: La recta que contiene un radio de un poligono regular bisecta el angulo por cuyo
vértice pasa.

e Corolario: Los angulos centrales de un poligono regular son iguales entre si y suplementarios de
los internos del poligono.

e Corolario: Todo poligono equilatero inscrito es poligono regular.
e Corolario: Todo poligono equiangulo circunscrito es poligono regular.
e (EDA)Teorema: Dos poligonos regulares de un mismo nimero de lados son semejantes.

o (EDA)Teorema: Los perimetros de dos poligonos regulares de un mismo nimero de lados son
entre si como los radios o los apotemas respectivos.

e (EA)Teorema: Dos circunferencias son entre si como sus radios respectivos.

e (EA)Corolario: La relacion de la circunferencia al didmetro es un ndmero constante; y se lo re-
presenta por la letra griega =.

e (EA)Corolario: La longitud de una circunferencia es igual al doble del producto de & por el ra-
dio.
e Unidad de medida en el sistema radial o circular para la medida de arcos y anulos:

e Arco de un radian: es el arco cuya longitud es igual al radio de la circunferencia a la que perte-
nece.

e Angulo de un radian: es el angulo central que intercepta en su circunferencia, un arco de longitud
igual al radio de la misma.

e Formula de la longitud de un arco de una circunferencia.

e (EA)Teorema: El &rea de un poligono regular es igual a la mitad del producto del perimetro por
la apotema.

e Corolario: El area de un circulo es igual a la mitad del producto de la longitud de su circunfe-
rencia por el radio.

e Areas del sector, corona, segmento y trapecio circulares.

e Corolario: relativo al calculo de los lados de los poligonos regulares seis, tres y cuatro lados, en
funcion del radio de la circunferencia circunscrita.

e Corolario: relativo al célculo de los lados de los poligonos regulares diez y cinco lados, en fun-
cion del radio de la circunferencia circunscrita.

e Ejercicios de construcciones geométricas:
o Inscribir un cuadrado en una circunferencia dada.
Inscribir un poligono regular de 8, 16, 32, ..., lados en una circunferencia dada.

0 Inscribir un exagono regular en una circunferencia dada.
o Inscribir un tridangulo equilatero en una circunferencia dada.
o Inscribir un poligono regular de 12, 24, 48, ..., lados en una circunferencia dada.
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Inscribir un decagono regular en una circunferencia dada.

Inscribir un pentdgono regular en una circunferencia dada.

Inscribir un poligono regular de 20, 40, ..., lados en una circunferencia dada.
Inscribir un pentadecagono regular en una circunferencia dada.

Inscribir un poligono regular de 30, 60, ..., lados en una circunferencia dada.

O O O O O

¢ Determinacion grafica del lado del pentdgono y del decagono regular.

¢ Relacion entre el lado de un poligono regular inscrito en una circunferencia y el lado del poligo-
no regular de doble nimero de lados inscrito en la misma circunferencia:

¢ Relacidn entre el lado de un poligono regular circunscripto a una circunferencia y el lado del
poligono regular de igual nimero de lados inscrito en la misma circunferencia.

TRIGONOMETRIA

o Nociones preliminares de Trigonometria.
¢ Circunferencia trigonométrica.

e Funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante de un arco.
Lineas trigonométricas.

¢ Signos de la funciones trigonométricas de arcos del primer, segundo, tercer y cuarto cuadrantes.
Representacion grafica de las funciones trigonométricas.

¢ Funciones trigonométricas de un angulo agudo de un tridngulo rectangulo en funcién de sus la-
dos. Relaciones entre funciones trigonométricas de arcos complementarios.

¢ (DA) Calculo geométrico de los valores de las funciones trigonométricas de arcos notables.

¢ Relaciones entre funciones trigonométricas de arcos suplementarios, que difieren en una se-
micircunferencia positiva y arcos de igual valor absoluto y signos contrarios.

¢ Reduccion de funciones trigonométricas de un arco a funciones trigonométricas de un arco del
primer cuadrante.

e Funciones trigonométricas inversas: arc seno, arc coseno, arc tangente, arc cotangente, arc se-
cante y arc cosecante. Representaciones gréaficas.

e (EDA) Deduccion de las férmulas trigonométricas del primer grupo. Férmulas fundamentales y
derivadas.

o (EDA) Deduccién de las formulas trigonométricas del segundo grupo.
a) Férmulas del seno, coseno, tangente y cotangente de la suma y diferencia de dos arcos.
b) Formulas del seno, coseno, y tangente del arco doble.
c) Férmulas del seno, coseno y tangente del arco mitad.

o (EDA)Deduccién de las formulas trigonométricas del tercer grupo.

a) Transformacion en producto de la suma y diferencia de dos senos, de dos cosenos y de dos
tangentes.

b) Transformacion en sumas y diferencias de un producto de dos senos y de dos cosenos.
o |dentidades. Verificacion. Identidad condicionada.
¢ Resolucién de ecuaciones trigonométricas.
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Resolucion de sistemas de ecuaciones trigonomeétricas.
Resolucidn de triangulos rectangulos y oblicuangulos.
En un triangulo rectangulo:
0 Un cateto es igual a la hipotenusa por el seno del angulo opuesto a dicho cateto.
Un cateto es igual a la hipotenusa por el coseno del angulo contiguo a dicho cateto.
Un cateto es igual al otro cateto por la tangente del angulo opuesto al primer cateto.
Un cateto es igual al otro cateto por la cotangente del angulo contiguo al primer cateto.
El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los dos catetos.

O O O O

En un triangulo:
0 (EA) Los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

0 (EA) Lasuma de los lados es a su diferencia como la tangente de la semisuma de los &ngu-
los opuestos a esos lados es a la tangente de la semidiferencia de los mismos.

0 (EA) El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados me-
nos el doble producto de estos lados por el coseno del angulo comprendido entre los mis-
mos.

Expresiones del seno, coseno y tangente de la mitad de un angulo de un triangulo en funcion de
sus lados:

Expresiones del area de un triangulo en funcién de sus lados: (Férmula de Herén)

GEOMETRIA DEL ESPACIO

Determinacion del plano. Mediante una recta y un punto exterior a ella; dos rectas que se cortan
y dos rectas paralelas.

Definicidn de rectas coplanares y alabeadas.

Axioma: (de ordenacion) Todo plano establece una clasificacion de los puntos del espacio no
contenidos en él, en dos clases o regiones, y, todo punto exterior al plano pertenece a una u otra
region.

Definicidn de semiespacio, borde de semiespacios y semiespacios opuestos.

Consideraciones de

0 un plano, tres puntos no pertenecientes al plano y la interseccion de los segmento de extre-
mos en dichos puntos.

O una recta y un plano; recta del plano, y no perteneciente al plano, con un punto comun. Y
sin punto comin alguno

Rectas perpendicular, oblicua y paralela a un plano.
Observaciones sobre la clasificacion de los puntos de una recta que corta a un plano.

(EA)Teorema: E1: Dos planos con un punto comun, tienen una recta comudn que pasa por dicho
punto.

(EDA)Teorema: Si una recta es perpendicular a otras dos en su punto de interseccion, lo es al
plano que determinan.
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Corolario: Todas las rectas perpendiculares a una recta en un mismo punto estan en un plano
perpendicular a ella en ese punto.

a) Por un punto de una recta pasa un solo plano perpendicular a ella.

b) (EDA) Por un punto exterior a una recta pasa un solo plano perpendicular a ella.

c) Por un punto de un plano pasa unay solo una recta perpendicular a dicho plano.

d) Por un punto exterior a un plano pasa una recta y solo una perpendicular a dicho plano.

e) El menor de los segmentos de rectas comprendidos entre un plano y un punto exterior a él, es
el perteneciente a la recta perpendicular al plano por dicho punto.

Corolario: Considerados un plano y un punto exterior: los segmentos oblicuos cuyos pies equi-
distan del de la recta perpendicular por el punto al plano, son iguales; y, de dos segmentos obli-
cuos cuyos pies no equidistan del de la recta perpendicular por el punto al plano, es mayor el
del pie més distante.

Corolario: Todos los segmentos oblicuos iguales comprendidos entre un plano y un punto exte-
rior a €l, tienen sus pies equidistantes del de la recta perpendicular trazada por el punto al pla-
no; y, de dos segmentos oblicuos desiguales, el pie del mayor dista més del de la recta perpen-
dicular.

Definicién de distancia de un punto a un plano.

o El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos puntos dados, es el plano perpendi-
cular a la recta determinada por ellos, por el punto medio del segmento de extremos en di-
chos puntos.

o0 El lugar geométrico de los puntos equidistantes de tres puntos no pertenecientes a una
misma recta es la recta perpendicular al plano determinado por los tres puntos por el centro
de la circunferencia que pasa por los tres puntos.

(EDA)Teorema: (de las tres rectas perpendiculares). Si por el pie de una recta perpendicular a
un plano se traza la recta perpendicular a cualquier recta del plano, toda recta determinada por
la interseccion de estas dos y un punto de la recta perpendicular al plano, es perpendicular a la
mencionada recta cualquiera del plano.

(EDA)Teorema: Dos rectas perpendiculares a un mismo plano son paralelas entre si.
(EA)Teorema: Si una de dos rectas paralelas es perpendicular a un plano, la otra también lo es.
Dos rectas paralelas a una tercera, lo son entre si.

(EDA)Teorema: Si dos rectas son paralelas, todo plano que contiene a una sola de ellas es para-
lelo a la otra.

(EA)Teorema: Si una recta es paralela a un plano, también es paralela a la intercepcion de dicho
plano con cualquier otro plano que contenga a la recta.

(EA) Teorema: Por cada una de dos rectas no situadas en un mismo plano pasa un plano parale-
lo a laotray so6lo una.

(EA) Teorema: Por un punto cualquiera puede trazarse un plano y s6lo, uno paralelo a dos rec-
tas no situadas en un mismo plano.

Corolario: Si una recta es paralela a un plano, toda recta paralela a aquella trazada por un punto
del plano esta contenida en el plano.

Definicion de planos paralelos.
Corolario: Dos planos perpendiculares a una misma recta son paralelos entre si.
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(EA) Por un punto exterior a un plano pasa un plano y solo uno, paralelo a dicho plano.
(EA)Teorema: Las intersecciones de un plano con otros dos paralelos, son rectas paralelas.
Corolario: Los segmentos de rectas paralelas interceptados por planos paralelos son iguales.
Corolario: Dos planos paralelos equidistan en todos sus puntos.

(EA)Teorema: Si una recta es perpendicular a uno de dos planos paralelos, es perpendicular al
otro.

(EDA)Teorema: Si dos rectas que se cortan son paralelas a un plano, el plano que determinan
también lo es.

Corolario: Por una recta paralela a un plano pasa un plano y solo uno paralelo al dado.

(EDA)Teorema: Los segmentos determinados en dos rectas del espacio por tres 0 mas planos
paralelos, son proporcionales.

Definicion de: Angulo diedro; division de un diedro, diedros consecutivos, diedros congruentes
0 iguales, bisector de un diedro, diedros adyacentes, diedros opuestos por la arista; planos per-
pendiculares, diedro recto, Angulo rectilineo de un diedro.

(EDA)Teorema: si los Angulos rectilineos de dos diedros son iguales, los diedros también lo
son.

Corolario: Dos diedros son entre si como sus angulos rectilineos respectivos.
Corolario: El dngulo rectilineo de un diedro es la medida del diedro.
Corolario: Dos planos que se cortan forman diedros adyacentes suplementarios.

Corolario: Si la suma de los rectilineos de dos diedros consecutivos es igual a dos rectos, sus
caras no comunes son semiplanos opuestos.

(EDA)Teorema: Si dos planos son perpendiculares entre si, toda recta perpendicular a la inter-
seccién y contenida en uno de ellos, es perpendicular al otro.

(EA)Teorema: Si dos planos son perpendiculares entre si, toda recta perpendicular a uno de
ellos y que corta su interseccion, es una recta del otro.

(EA)Teorema: Si dos planos son perpendiculares entre si, toda recta perpendicular a uno de
ellos por un punto cualquiera del otro, estara contenida en éste ultimo.

(EDA)Teorema: si una recta es perpendicular a un plano, todo plano que la contiene también lo
es.

(EDA)Teorema: si un plano es perpendicular a otros dos que se cortan, lo es a su interseccion.

Corolario: el lugar geométrico de los puntos equidistantes de las caras de un diedro es el plano
bisector del diedro.

(EDA)Teorema: Por una recta no perpendicular a un plano pasa un plano y solo uno perpendi-
cular al primero.

Definicion de proyeccion de un punto, de una figura y de una recta sobre un plano.

(EA)Teorema: La proyeccion de una recta sobre un plano al que no es perpendicular, es una re-
cta.

Corolario: Si una recta es perpendicular a un plano, su proyeccion sobre él es un punto.
Definicion de angulo de una recta y un plano

(EA) Teorema: El angulo agudo que una recta forma con su proyeccién sobre un plano, es me-
nor que el que forma con cualquier otra recta del plano que pasa por su pie.
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(EDA)Teorema: Si por un punto interior de un angulo diedro se trazan rectas perpendiculares a
los planos que contienen las caras del diedro, el angulo con vértice en el punto es suplemento
del rectilineo del diedro.

Definicion de angulos triedro; triedro trirrectangulo; angulo poliedro; angulos poliedros iguales
0 simétricos.

(EDA)Teorema: En todo triedro, una cara es menor que la suma de las otras dos y mayor que la
diferencia de las mismas.

(EA)Teorema: En todo triedro, a diedros iguales se oponen caras iguales, y, si los diedros son
desiguales a mayor diedro se opone mayor cara.

(EA)Teorema: En todo triedro se verifica que si dos caras son iguales, los diedros opuestos a
ellas son iguales; y si dos caras son desiguales, a la cara mayor se opone mayor diedro.

(EDA)Teorema: La suma de las caras de un Angulo poliedro es mayor que cero y menor que
cuatro angulos rectos.

Definicion de superficie poliédrica convexa; cuerpos poliedros convexos.

Prismas: recto y oblicuo; altura y seccidn recta. Prisma regular. Prisma truncado: caracteristicas,
clasificacion y formulas de area lateral, area total y volumen.

Paralelepipedos: recto y rectangulo. cubo. unidad de volumen solidos equivalentes, caracteristi-
cas y formulas de érea lateral, &rea total y volumen.

Piramide: areas: lateral y total. altura. Clasificacion, pirdmide regular. apotema caracteristicas y
formulas de area lateral, area total y volumen

Tronco de pirdmide de bases situadas en planos paralelos. altura. tronco de piramide regular.
apotema, caracteristicas y formulas de area lateral, area total y volumen.

(EA)Corolario: Si se corta una pirdmide cualquiera con un plano paralelo al que contiene a la
base: a) las aristas y la altura quedan divididas en segmentos proporcionales. b) la seccién es un
poligono semejante a la base.

Cuerpos poliedros regulares posibles. tetraedro regular, hexaedro regular, octaedro regular,
dodecaedro regular e icosaedro regular.
Definicion de superficie cilindrica: directriz y generatriz. Cilindro.

Cilindros: recto y oblicuo. seccién de un cilindro. cilindro circular. cilindro de revolucidn. ca-
racteristicas y férmulas de area lateral, area total y volumen.

Definicion de plano tangente a un cilindro. prisma inscrito y circunscrito a un cilindro.

Definicion de superficie conica: directriz y generatriz.

Cono circular. conos: recto y oblicuo. seccién conica. cono de revolucién, caracteristicas y
férmulas de area lateral, area total y volumen.

Definicion de plano tangente a un cono. piramide inscrita y circunscrita a un cono. tronco de co-
no de bases situadas en planos paralelos.

Definicion de superficie esférica: centro. radio.

Esfera. rectas y planos secantes a una esfera. rectas y planos tangentes a una superficie esférica,
superficies esféricas tangentes entre si. Area de la superficie esférica y volumen de la esfera.

Corolario: Toda seccion plana de una esfera es un circulo.

Definiciones de circunferencia maxima y circulo maximo. Circunferencia menor y circulo me-
nor. Polos de un circulo. Figuras obtenidas con planos secantes y tangentes a una superficie
esférica.
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