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Capitulo 1

Topologia do Espaco Euclidiano

1 O espaco euclidiano n-dimensional

Seja n um ndmero natural. O espago euclidiano n-dimensional R" é o produto
cartesiano de n fatores iguaisa R: R” = R x R x ... x R. Seus elementos,

portanto, sdo as seqiiéncias (ou listas) de n termos reais x = (x1, ..., x,). Paracada
i =1,...,n,otermo x; chama-se ai-ésima coordenadade x. Sex = (xy, ..., Xx,)
ey=(y,..., V), tem-se x = y se, e somente se, Xx; = yi, ..., X, = Y. Assim,

toda igualdade entre dois elementos de R” equivale a n igualdades entre niimeros
reais. R' = R € o conjunto dos niimeros reais, R? é o modelo numérico do plano e
R? é 0 modelo do espaco euclidiano tridimensional. Por simplicidade, adotaremos
o hébito de escrever z = (x, y) em vez de x = (x1, x2) e w = (x, y, z) em vez de
x = (x1, X2, X3).

Os elementos de R” as vezes sdo chamados pontos e as vezes vetores. Es-
te segundo nome se aplica principalmente quando se considerarem entre eles as
operacdes que definiremos agora.

A adi¢do faz corresponder a cada par de elementos x = (x,...,x,) €
y=01,---,Yn) a soma

x+y:(xl+y1,---,xn+yn)-

e a nmultiplicacdo do ndmero real o pelo elemento x = (xi,...,x,) tem
como resultado o produto

o-x = (axy,...,0x,).
O vetor 0 = (0,0, ...,0), cujas coordenadas sdo todas nulas, chama-se a
origem de R". Paratodo x = (xy, ..., x,), 0 vetor —x = (—xy, ..., —X,) chama-

se 0 oposto, ou simétrico de x. Dados quaisquer x, y,z € R" e, 8 € R valem as
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igualdades

x+y=y+x, x4+0=x, —x+x=0,
x+(+2)=x+y) +z, aBx)=(@pf)x,
(+P)x=ax+Bx, ax+y =ax+ay.

A segunda e a terceira delas dizem que 0 € o elemento neutro da adi¢do e —x €
o inverso aditivo de x.

Os vetores ¢; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...e, = (0,..., 1), que
tém uma Unica coordenada nao-nula, igual a 1, constituem a base canénica de R”".

A igualdade x = (x1, ..., x,) significaque x = x; - e; + -+ - + X, - €.
Existe ainda uma operagdo que associa a cada par de vetores x = (xy, ..., X,),
y =1, ..., Y,) 0numero real

(x,y)=x1y1 + -+ Xy Yn,

chamado o produto interno de x por y.
Para x, y, z € R" e « € R quaisquer, tem-se

(x,y)=(y,x), (x,y+z)=(x,y)+(x,2),
(ax,y)=a-(x,y), (x,x)>0 se x#0.

Segue-seque (x+y,z ) =(x,y)+(x,y), (x,ay) =a(x,y)e(x,0) =0.

Diz-se que os vetores x, y € R" sdo ortogonais, e escreve-se x L y, quando
(x,y)=0.Porexemplo, (¢;,e;) =0sei # j.

Um exemplo menos trivial de ortogonalidade € o seguinte

X,
(1.1) Seja x € R" ndo-nulo. Para todo y € R", o vetor z = y — 2 yi -x é
X, x
ortogonal a x.
Demonstracdo. (x,z) = (x,y) — (x.y) (x,x)=0. O
(x,x)
(x,y) .
Escrevendo y = < ) - X 4 z, vemos assim que, uma vez dado um vetor
X, X

ndo-nulo x € R", todo vetor y € R” se escreve como soma de um mdltiplo de x
com um vetor ortogonal a x. Esta decomposicdo ¢ Unica poisse y =« - x + 2
com z L x, tomando-se o produto interno de ambos os membros por x obtemos
(x,y)=a-(x,x),logoa = (x,y)/{x,x). O vetor ax = ((x,y)/(x,x))x
chama-se a projecdo ortogonal de y sobre (a reta que contém) x.
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Figura 1.

O niimero ndo-negativo |x| = /(x, x ) chama-se a norma (ou o comprimento)
do vetor x. Se x = (x, ..., x,) entdo

x| = /x4 - + x2.

Por defini¢do, tem-se (x, x ) = |x|?. Quando |x| = 1, diz-se que x é um vetor
unitdrio. Para todo x # 0, o vetor u = x/|x| € unitario.

(1.2) (Teorema de Pitagoras). Se x L y entdo |x + y|* = |x|> + |y|>.
Demonstragdo. |x +y|> = (x + y,x +y) = (x,x) +2(x,y) + (y.y) =
(x,x)+(y.y)=IxI"+ Iyl 0

(1.3) (Desigualdade de Schwarz). Para quaisquer x, y € R”", tem-se |{x,y )| <
|x| - |y|, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y é miiltiplo do
outro.

Demonstracdo. Isto é ébvio se x = 0. Supondo x # 0, podemos escrever y =
ax +zcomz L xea = (x,y)/|x|*. Por Pitdgoras, |y|> = ?|x|* + |z|%, logo
ly|> > «?|x|?, valendo a igualdade se, e somente se, y = « - x. Entrando com o
valor de o, vem |y|2 > (x, y)2/|x|2, ou seja, (x,y)% < lx|? - |y|2, 0 que nos da
[{x,y)] < |x|-|y|, valendo a igualdade se, e somente se, y = o - X. O

A norma goza das seguintes propriedades:
1. |x| = 0, valendo |x| = 0 somente quando x = 0;
2. Jo - x| = o] |x];

3. Ix+yl < Ixl+ 1yl
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A ultima desigualdade, referindo-se a niimeros ndo-negativos, equivale a
2
e+ y12 < (Ixl + Iyl)™
Ora,
eyl = (xtyxty) =l +2(xy) + 1P
2
< P20yl + 1P = (Ix]+ 1v1)

pois, em virtude da desigualdade de Schwarz, (x, y) < |x]||y|.
Mais geralmente, qualquer funcdo R” — R, que associe a cada vetor x € R”
um ndmero |x| com as trés propriedades acima, chama-se uma norma. A norma

x| = \/xf+ -+ x2,
chama-se norma euclidiana.

H4 duas outras normas que poderemos utilizar em R" quando houver conve-
niéncia. Elas sdo

1. |x|,, = max -{|x1|, e, |xn|} (norma do maximo),
2. |x|ls =Ix1| +--- 4+ |x,] (norma da soma).

As condicdes que definem uma norma sao faceis de verificar para estas duas.
Também € simples mostrar que, para todo x € R”, vale

Xl < Ixl < Ixlg <n-|xly,

onde |x| € a norma euclidiana.

Quando, num determinado contexto, estivermos usando apenas uma das normas
|x|4 ou |x|g, podemos indic4-la com a notagdo |x|, por simplicidade.

Para toda norma, vale a desigualdade

Hxl =yl = 1x =yl

Com efeito, de x = (x —y) + y resultaque |x| < |x — y|+|y]|,logo |x|—|y| <
lx —yl.

Trocando os papéis de x e y, obtemos |y| — |x| < |y —x|. Mas |y — x| =
Ix — yl,1ogo |y| — |x| < |x — y|. Conclusdo: | [x| —|y|| < |x — yl.

Uma norma em R” d4 origem a nocao de distdncia d(x, y) entre dois pontos
x,y € R". Parax = (xq,...,x,)ey=(1,..., Yu), POMOS

dx,y)=lx =yl =V —y)2 + -+ (X — yn)2.

As trés condigdes que definem uma norma implicam que d(x, y) tem as pro-
priedades caracteristicas de uma distancia, a saber:
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1. d(x,y) = 0,comd(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;
2.d(x,y)=d(y, x);
3. d(x,z) <d(x,y)+d(y, z) (desigualdade triangular).

Observe que a igualdade |« - x| = || |x|] com o = —1d4d | — x| = |x][, logo
lx =yl = |y —x|. Além disso, [x —z| =[x —y+y—z| < [x —y[+ |y —zl
portanto d(x, z) < d(x,y) +d(y, 2).

2 Bolas e conjuntos limitados

Dados o ponto @ € R" e o nimero real » > 0, a bola aberta de centro a e raio r
é o conjunto B(a; r) dos pontos x € R” cuja distancia ao ponto a € menor que r.
Em simbolos:

B(a;r):{xeR”; |x — al <r}.

Analogamente, a bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla; r] assim
definido:

B[a;r]:{xeR";lx—m §r}.
Por sua vez, a esfera de centro a e raio r € o conjunto
S[a;r]:{xeR”;lx—a|=r}.

Evidentemente, Bla; r] = B(a;r) U Sla; r].

A bola fechada B[a; r] C R” também é chamada o disco n-dimensional de
centro a e raio r. Em particular, o disco B[0; 1] de centro O e raio 1 é chamado o
disco unitdrio de R".

Uma notacido especial é reservada para a esfera unitdria de dimensao n — 1:

S ={x eR% x| =1}.

Assim, S"~! é a esfera de centro na origem 0 e raio 1. Quando n = 2, Sléa
circunferéncia de centro O e raio 1.

Acima estamos (pelo menos tacitamente) admitindo que a norma adotada em
IR" € a euclidiana, j4 que ndo foi feita mengdo em contrario. Convém, entretanto,
observar que a forma geométrica das bolas e esferas em R” depende da norma que
se considera. Por exemplo, se tomarmos em R? a norma do méaximo, a “esfera
unitdria” € o bordo do quadrado de centro 0 e lados de comprimento 2, paralelos
aos eixos. Ainda em R%, com a norma da soma, o “disco unitario” é o quadrado
cujos vértices sdo os pontos (1,0), (0,1), (—1,0) e (0, —1).
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(a) (b) (©)

Figura 2. O conjunto dos pontos z € R” tais que |z| < 1, conforme a norma seja (a) a
euclidiana; (b) do maximo, ou (c) da soma.

Observacao. Indiquemos com as notacdes B, By e By respectivamente as bolas
de centro a e raio r em R”, relativamente as normas euclidiana, do maximo e da
soma. Seja ainda B), a bola de centro a e raio r/n na norma do maximo. As
desigualdades |x|,, < |x| < |x|g < n|x|,, implicam que B}, C Bs C B C By.

Diz-se que o conjunto X C R”" ¢ limitado quando estd contido em alguma bola
Bla; r]. Como Bla;r] C B[0; k], onde k = r + |a| (conforme veremos agora),
dizer que X ¢ limitado equivale a dizer que existe k > 0 tal que |x| < k para todo
x € X.

Para mostrar que Bla;r] C B[0;r + |a]], note que |x —a|] < r =
lx —a+a|l <|x—al|l+|al <r+al.

Assim, x € Bla;r] = x € B[0;r + |a]].

Uma aplicag¢do f : X — R" diz-se limitada quando sua imagem f(X) C R"
€ um conjunto limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que | f(x)| < ¢ para todo
x € X.

Dados a # b em R", a reta que une esses dois pontos é o conjunto
ab={(1—1t)a+tb;t € R}. Por sua vez, o segmento de reta de extremos a, b é
oconjunto [a,b]={(1 —t)a+1th;0 <t <1}.

Um conjunto X C R” chama-se convexo quando o segmento de reta que une
dois quaisquer de seus pontos estd inteiramente contido em X. Noutros termos,
dizer que X € convexo equivale a afirmar que

a,beX, 0<tr<1l = ((A-ta+theX.

Exemplo 1. Toda bola (aberta ou fechada) € um conjunto convexo. Para fixar
as idéias, consideremos a bola fechada B = B[xy; r]. Dadas a,b € B, temos
la — xo| <rel|b— xo| <r.Entdo, para qualquer ¢ € [0, 1] vale xo = (1 —)xo +
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X9, logo

(A —ta+th—xy| = |(1—=1t)a+1thb— (1 —1t)xg— txg]
= (1 =1)(a —xp) + (b — xo)|

(I =t)la — xol +t]b — xol

< (-tyr+tr=r,

A

<

Exemplo 2. Seja X = {(x,y) € R%y < x?}. O conjunto X C R? ndo ¢
convexo. Com efeito os pontos a = (—1,1) e b = (1, 1) pertencem a X mas

1
Ea + Eb = (0, 1) ndo pertence a X. <

3 Conjuntos abertos

Sejaa € X C R". Diz-se que o ponto a € interior ao conjunto X quando,
para algum r > 0, tem-se B(a;r) C X. Isto significa que todos os pontos
suficientemente proximos de a também pertencem a X. O conjunto int.X dos
pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X. Evidentemente, int. X C
X. Quando a € int.X, diz-se que X é uma vizinhanca de a.

Exemplo 3. Seja X = {(x,y) € R* y > 0} o semi-plano superior fechado.
Se p = (a,b) com b > 0, entdo p € int.X. Com efeito, afirmamos que B =
B(p; b) C X. Isto é claro geometricamente.

f
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Em termos mais precisos, argumentamos assim:

x.NeB = Ja-al)+Gy-b2<b = (y—b?<b’
= Y2 —2by+b* <b®> = y?> <2by = y > 0(poisb > 0),

e portanto (x, y) € X. <

Exemplo 4. Com a notacido do Exemplo 3, os pontos da forma ¢ = (a, 0), per-
tencem a X porém ndo sdo interiores a X. Com efeito, nenhuma bola B(g; r) de
centro g pode estar contida em X pois o ponto (a, —r/2) pertence a B(q; r) mas
ndo a X. Segue-se entdo que int. X = {(x, y) eR%y > 0}.

Um conjunto A C R” chama-se aberto quando todos os seus pontos sdo inte-
riores, isto é, quando A = int. A. <

Exemplo 5. Toda bola aberta B = B(a; r) é um conjunto aberto. Com efeito,

sejax € B. Entdo |[x —a| < r,logos = r — |x —a| > 0. Afirmamos que,

B(x;s) C B. Comefeito, y € B(x;s) = |y —x| <r — |x —al. Logo
yeBx;s) = |y—al<l|ly—x|+lx—a|l<r—|x—al+|x—al=r

Dafi concluimos que y € B(x; r). <

Figura 4.

A fronteira de um conjunto X C R” € o conjunto fr.X formado pelos pontos de
X que ndo sdo interiores a X, juntamente com os pontos de R* — X que ndo sdo
interiores a R" — X. De forma mais simples: tem-se x € fr.X quando toda bola
de centro x contém pontos de X e pontos de R” — X.

Exemplo 6. Seja X = {(x, y) € R?; y > O}, como no Exemplo 3. De forma
andloga ao argumento usado no Exemplo 3, mostra-se que todo ponto de R> — X =
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{(x, y) € Ry < 0} é um ponto interior (ou seja, que R> — X é um conjunto
aberto). Logo, nenhum ponto de R?> — X pode estar na fronteira de X. Segue-se
entdo do Exemplo 4 que fr.X = {(x,0); x € R} = eixo dos xx. <

Teorema 1. (a) Se Ay, A, sdo abertos em R" entdo A; N A, é aberto.

(b) Se (A;);eL € uma familia arbitrdria de conjuntos abertos A, C R" entdo a
reunido A | J A; € um conjunto aberto.
rel
Demonstracdo. Vide vol. 1, pag. 49. Mesma demonstragao, substituindo apenas
cada intervalo (a — €, a + ¢) pela bola B(a; €).

Resulta imediatamente do Teorema 1 que a intersecdo A = A; N --- N Ay de
um ndmero finito de conjuntos abertos Ay, ..., Ay € ainda um conjunto aberto.
Entretanto, a intersecdo de infinitos abertos pode ndo ser aberta, como mostra o

o
exemplo () B(a; 1/k) = {a}.

k=1
Seja X C R". Diz-se que um subconjunto A C X é aberto em X quando cada

ponto a € A € centro de uma bola aberta B(a; r), tal que B(a;r) N X C A. Isto

significa que os pontos de X que estdo suficientemente préximos de cadaa € A

pertencem a A. A reunido U de todas essas bolas é um aberto tal que A = U N X.

A reciproca € 6bvia, de modo que um conjunto A C X é aberto em X se, e somente
se, A= U N X onde U é aberto em R”".

Por exemplo, o intervalo (0, 1] € aberto em [0, 1] pois (0, 1] = (0, 2) N [0, 1].

O

4 Sequéncias em R”

Uma segiiéncia em R” é uma funcdo f : N — R”, que associa a cada nimero
natural k um ponto x; € R". Asnotagdes parauma seqiiénciasio (xy, ..., Xk, ...),
(Xr)ken oOu simplesmente (xy).

Paracadai =1, ..., n, indicamos com xi; a i-ésima coordenada de x;. Assim,
X = (Xk1, Xk2, - - - » Xxn). Dar uma seqiiéncia em R” equivale a dar as n seqiiéncias
de nimeros reais (xXx1)keN, - - - » (Xkn)keN-

Diz-se que a seqiiéncia (x;)xenN € limitada quando existe uma bola em R” que
contém todos os termos x;. Isto equivale a dizer que existe ¢ > 0 tal que |x;| < ¢
paratodo k € N. Em virtude das desigualdades que relacionam as trés normas que
consideramos em R”, ser limitada € uma propriedade da seqiiéncia que independe
de qual dessas trés normas estamos tratando.

Se a seqii€ncia (x;) é limitada entdo, para todo i = 1,...,n, a seqiiéncia
(xxi)ken das i-ésimas coordenadas de x; € também limitada, pois |xg;| < |xkl.
Vale também a reciproca. Para prova-la, adotaremos em R” a norma do maximo.



10 CAPITULO 1: TOPOLOGIA DO ESPACO EUCLIDIANO

Entéo, se |xg1| < ¢, [Xk2| < c2, ..., |Xkn| < ¢, paratodo k € N, chamando de c o
maior dos nimeros cy, ¢z, ..., ¢, teremos |x;| = max{ |xi[, ..., |Xk|} < c para
todo k € N. Assim, se cada (x;)ren(i = 1, ..., n) é limitada, a seqiiéncia (xg)ken

¢ limitada.

Uma subsegqiiéncia de (x;)ren € a restri¢do desta seqiiéncia a um subconjunto
infinito N’ = {k; < --- < k,, < ...} C N. As notagdes (x;)ken, (Xk, )meN OU
(Xkys -5 X, - -.) sd0 usadas para indicar uma subseqiiéncia.

Diz-se que o ponto a € R" é o limite da seqiiéncia (x;) quando, paratodo e > 0
dado arbitrariamente, € possivel obter ky € N tal que k > ky = |xx —a| < e.

Noutras palavras: k > kg = x; € B(a;¢). Escreve-se entdo lim x; = a,
k—o00

lim x; = a ou lim x; = a, simplesmente.
keN
De acordo com esta definicdo, tem-se limx; = a se, e somente se,

lim |x; —a| =0.

Dizer que lim x;, = a significa afirmar que qualquer bola de centro a contém
todos os x; com a possivel excecdo de um nimero finito de valores de k (que sdo
1,2,..., ko).

Uma seqiiéncia (x;) em R" diz-se convergente quando existe a = lim x;. Da
observacio acima resulta que toda seqiiéncia convergente ¢ limitada. E também
6bvio que qualquer subseqiiéncia de uma seqiiéncia convergente é também con-
vergente e tem o mesmo limite.

Observe-se ainda que a definicdo de limite faz uso de uma norma, porém as
desigualdades |x|,; < |x| < |x|g¢ < n - |x|;; mostram que a existéncia e o valor
do limite ndo depende de qual das trés normas usuais se estd considerando. Este
fato serd empregado na demonstracio do teorema abaixo, onde no final usamos a
norma do maximo.

Teorema 2. A seqiiéncia (x;) em R" converge para o pontoa = (ay, ..., a,) se, e
somente se, paracadai = 1, ..., n, tem-se lim x; = a;, isto é, cada coordenada
k—o00

de x; converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstracdo. Paracadai = 1,...,n, tem-se |x; — a;| < |xx — a|, portanto

limx, = a = klim Xxxi = a;. Reciprocamente, se vale esta ultima igualdade
—00

entdo, dado ¢ > O, existem ky,...,k, € Ntaisque k > k; = |x; —a;| <

e(i=1,...,n). Tomando ky = max{ky,...,k,} e adotando em R" a norma do

maximo, vemos que k > kg = |x; —a| < ¢. Logo limx; = a. L]

Coroldrio 1. Selimx; = a, lim y, = b em R" e lim o = o em R entdo lim (x; +
Vi) = a—+ b elimagx, = aa.

Tomando cada seqiiéncia de coordenadas, o coroldrio resulta da propriedade
correspondente em R.
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Além disso, lim( xy, y ) = (a, b ), como se vé facilmente. E a desigualdade
[|xc| — la|| < |yx — a| mostra ainda que se tem lim |x;| = |a| seja qual for a norma
adotada.

Teorema 3 (Bolzano-Weierstrass). Toda segiiéncia limitada em R" possui uma
subseqiiéncia convergente.

Demonstracdo. Seja (x;) uma seqiiéncia limitada em R”. As primeiras coordena-
das dos seus termos formam uma seqiiéncia limitada (xy;)ren de nimeros reais,
a qual, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass na reta (vol. 1, pag. 25), possui
uma subseqiiéncia convergente. Isto é, existem um subconjunto infinito Ny C N
e um ndmero real a; tais que ]}é%ll X1 = aj. Por sua vez, a seqiiéncia limitada

(x1)ren, em R possui uma subseqiiéncia convergente: existem um subconjun-
to infinito N, C N; e um numero real a, tais que lim x;, = a,. E assim por
kENz

diante, até obtermos n conjuntos infinitos N D Ny D N, D --- D N,, e niime-
ros reais aj, a, . .., a, tais que lim x;; = a; parai = 1,2, ..., n. Entdo pomos
kGN,'
a = (ai,...,a,)e,peloTeorema 1, temos lim x; = a, o que provao teorema. []
keN,

Uma seqiiéncia de pontos x; € R” chama-se uma segiiéncia de Cauchy quando,
para todo ¢ > 0 dado, existe ky € Ntal que k, r > kg = |x — x| < €.

Toda seqiiéncia de Cauchy (x;) € limitada. Com efeito, tomando ¢ = 1 na defi-
nicdo acima, vemos que existe um indice k tal que, salvo possivelmente os pontos
X1, ..., Xy, todos os demais termos x; pertencem a bola B(xg,+1; 1). Portanto o
conjunto dos termos da seqiiéncia € limitado.

A condicdo para que a seqiiéncia (x;) seja de Cauchy pode ser reformulada

dizendo-se que lim |x; — x| = 0, isto é, que lim |x; — x,| = 0. Dai resulta
k,r—o00 k,reN

que se N’ € N é um subconjunto infinito, ou seja, se (x,),cn € uma subseqiiéncia

de (x) entdo lim |x; — x,| = 0.
keN,reN’

Teorema 4 (Critério de Cauchy). Uma seqiiencia em R" converge se, e somente
se, € uma seqiiéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (x;) uma seqiiéncia de Cauchy em R”. Sendo limitada,

ela possui uma subseqiiéncia convergente (x,),env. Seja a = li%l x,. Temos
relN/

lim|x, —a] = 0e lim |x; —x,] = 0, como observamos acima. Entdo, de

reN keN,reN

|xx —al| < |xx — x|+ |x, — a| resulta que lim |x; — a| = 0, ou seja, lim x; = a.
keN k— 00
Reciprocamente, se (x;) € convergente, com lim x; = a, entdo, como |x; — x,| <
|xx —al| + |x, — al|, concluimos que klim |xx — x,] = 0, ou seja, (x;) é de Cau-
F—>00

chy. O
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5 Conjuntos fechados

Diz-se que o ponto a é aderente ao conjunto X C R" quando existe uma seqiiéncia
de pontos x; € X tais que lim x; = a.

Chama-se fecho do conjunto X C R” ao conjunto X formado por todos os
pontos aderentes a X. Portanto a € X < a = limx, x; € X. Dizerque a € X é
0 mesmo que afirmar que a € aderente a X.

Um conjunto F € R” chama-se fechado quando F = F, isto é, quando o limite
de toda seqiiéncia convergente de pontos de F' € ainda um ponto de F.

Todo ponto x € X € aderente a X pois € limite da seqii€éncia constante
(x,x,...). Assim, X C X qualquer que seja X C R". Também é 6bvio que
XcYy=Xcy.

Exemplo 7. Se |x| = r entdo x ndo pertence a bola aberta B = B(0; r) porém

1
¢ aderente a ela. Com efeito, pondo x;, = (1 — %)x para todo k € N, temos

X € B(0;r) elimx; = x,logo x € B.

Reciprocamente, se x € B entdo x = lim Vi com |xx| < r paratodo k € N,
portanto |x| = lim |x;| < r. Conclui-se entdo que x € B & |x| <r, ou seja,
B = B[0; r]. O mesmo argumento mostra que o fecho de toda bola aberta B(a; r)
€ a bola fechada Bla; r]. <

O teorema abaixo resume as principais propriedades do fecho de um conjunto.

Teorema 5. (a) O ponto a é aderente ao conjunto X C R" se, e somente se,
toda bola de centro a contém algum ponto de X.

(b) Um conjunto F C R" é fechado se, e somente se, seu complementar R" — F
é aberto. Equivalentemente: A C R" € aberto se, e somente se, R" — A é

fechado.

(¢) O fecho de qualquer conjunto X C R" é fechado. Noutras palavras: para
todo X C R" tem-se X = X.

Demonstragdo. (a) Se a é aderente a X entdo a = lim x;, com x; € X para todo
k € N. Portanto qualquer bola B(a; r) contém pontos de X, a saber, todos o0s x;
com k suficientemente grande. Reciprocamente, se toda bola de centro a contém
pontos de X, podemos escolher, para cada k € N, um ponto x; € X que esteja na
bola B(a; 1/k), isto é, |x; — a| < 1/k. Entdo lim x; = a, logo a € aderente a X.

(b) As seguintes afirmacdes sdo equivalentes: (1) F € fechado. (2) Se x €
R" — F entdo x ndo € aderente a F. (3) Se x € R" — F entdo existe r > 0 tal que
B(x;r) C R" — F (em virtude da parte (a) acima). (4) R" — F ¢é aberto. Assim,
F fechado <& R" — F aberto.
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Escrevendo A = R" — F, donde F = R" — A, esta ultima conclusio 1é-se
assim: A € aberto se, e somente se, R” — A é fechado.

() Sex € R* — X (isto é, x ndo é aderente a X) entdo, por (a), existe uma
bola B = B(x;r) que nio contém pontos de X, ou seja, X C R" — B. Logo
X C R" — B. Mas, pela parte (b) acima, R” — B é fechado; portanto X C R” — B
ou, equivalentemente, B C R"* — X. Assim, todo ponto x € R* — X é um ponto
interior e R” — X é aberto. Segue-se que X é fechado. O

Alguns conjuntos X C R” néo sdo abertos nem fechados, como X = B(a; r)U
{b},onde |b — a| = r. Ouentdo X = conjunto dos pontos de R"” com coordenadas
racionais (X = Q").

Chama-se distancia do ponto a € R" ao conjunto X C R" ao nimero

da; X)=inf. {|x —al;x e X}.

Pela defini¢do de infimo, paracadak € Nexisteumpontox; € X talqued(a; X) <

|lxy —a| < d(a, X) + = portanto klim |xx —al| = d(a; X). A seqliéncia (x) é
— 00

certamente limitada, portanto possui uma subseqiiéncia convergente. Descartando

(por serem desnecessdrios) os termos x; que ndo estejam nessa subseqiiéncia,

vemos que existe um ponto xg = limx; tal que d(x, X) = |xo —a|. Tem-se

Xxo € X. Se o conjunto X for fechado entdo xy € X. Podemos entdo enunciar o

Teorema 6. Seja F C R" um conjunto fechado. Dado qualquer a € R" existe
(pelo menos um) xo € F tal que |xg — a| < |x — a| para todo x € F.

Noutras palavras: se F C R" é fechado ento, para a € R" qualquer, a fungéo
f: F — Rdadapor f(x) = |x — a| assume seu valor minimo em algum ponto
xo € F. Entdo tem-se d(a, F) = |xo — a.

Se X C Y C R”, diz-se que X é denso em Y quando X = Y. Por exemplo,
B(a; r) é denso em Bla; r] e Q" é denso em R”.

Dizemos que a € R" é ponto de acumulagcdo do conjunto X C R”" quando
toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente de a. (Noutras palavras,
quando a € X — {a}.) Um ponto de acumulacio de X pode pertencer a X ou ndo.
Se a € X ndo é ponto de acumulagdo de X, diz-se que a € um ponto isolado de X .
Isto significa que existe r > 0 tal que B(a; r) N X = {a}. Quando todos os pontos
de X sdo isolados, dizemos que X € um conjunto discreto.

Exemplo 8. Todos os pontos de uma bola sao pontos de acumulagdo. O conjunto
7" dos pontos de R"” com coordenadas inteiras € um conjunto discreto. <

As demonstracdes dos trés teoremas seguintes sdo omitidas pois sdo pratica-
mente as mesmas dos seus andlogos unidimensionais, provados no volume 1 (pags.
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50, 52 e 53). Basta substituir cada intervalo (a — r, a + r) pela bola B(a;r) e
considerar |x| como a norma de x.

Teorema 7. Sejam a um ponto e X um subconjunto de R". As seguintes afirmacéoes
sdo equivalentes:

(1) a é um ponto de acumulagdo de X.
(2) a é limite de uma seqiiéncia de pontos x;, € X — {a}.
(3) Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Teorema 8. Todo subconjunto infinito limitado X C R" admite pelo menos um
ponto de acumulacdo.

Teorema 9. (a) Se Fy e F, sdo subconjuntos fechados de R" entdo F) U F, é
também fechado.

(b) Se (F));cL € umafamilia arbitrdria de conjuntos fechados entdo a intersecdo
F = () Fi é um conjunto fechado.
rel

Cabe aqui a observagdo de que (a) implica que a reunido F; U - - - U Fy de um
ndmero finito de conjuntos fechados € ainda um conjunto fechado. Entretanto isto
ndo vale para reunides infinitas. Com efeito, um conjunto qualquer, fechado ou
ndo, € a reunido dos seus pontos, que sdo conjuntos fechados.

Segue-se do item (2) do Teorema 7 que o fecho do conjunto X é formado
acrescentando-lhe seus pontos de acumulacio que por ventura ndo pertencam a X .

Seja X C R". Diz-se que um subconjunto F C X é fechado em X quando F
contém todos os seus pontos aderentes gue pertencem a X. Assim, F é fechado
em X se, e somente se, F = FNX. F éfechadoem X quando, e somente quando,
F =GN Xonde G CR" ¢ fechado.

Com efeito se F = G N X com G fechado entdo F C G,logo F = FNX C
FNXCGNX=F,donde F=FNXeF éfechado em X.

O conjunto F' C X é fechado em X se, e somente se, X — F (seu complementar
relativamente a X) é aberto em X. Com efeito F = GNX & X — F =
(R" — G)N X, onde G C R" é fechado se, e somente se, R” — G € aberto.

Analogamente, A C X ¢ aberto em X se, e somente se, X — A ¢é fechado em X
poisA=UNX< X—A=R"-U)NXeU C R" ¢ aberto se, e somente se,
R" — U ¢é fechado.

6 Conjuntos compactos

Um conjunto X C R” chama-se compacto quando € limitado e fechado.
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Exemplo 9. Toda bola fechada Bla; r] € compacta e nenhuma bola aberta é. O
conjunto Z" é fechado mas néo ¢ limitado, logo ndo é compacto. Toda esfera
Sla; r] é compacta. 4

Teorema 10. As seguintes afirmacdes sobre o conjunto K C R" sdo equivalentes:
(1) K é compacto;

(2) Toda seqiiéncia de pontos x; € K possui uma subseqiiéncia que converge
para um ponto de K.

Demonstragdo. Se K é compacto entdo toda seqiiéncia de pontos x;, € K € li-
mitada, pois K € limitado. Por Bolzano-Weierstrass, uma subseqiiéncia (xj)xen

converge para um ponto a = llirél xr. Como K é fechado, tem-se a € K. Logo (1)
e ’

implica (2). Reciprocamente, se vale (2) entdao K € limitado pois do contririo exis-
tiria, para cada k € N um ponto x; € K tal que |x;| > k. A seqiiéncia (x;) assim
obtida ndo possuiria subseqiiéncia limitada logo nenhuma de suas subseqiiéncias
seria convergente. Além disso, K € fechado pois se @ = lim x; com x; € K para
todo k € N entdo, por (2) uma subseqiiéncia de (x;) convergiria para um ponto de
K. Mas toda subseqiiéncia de (x;) converge paraa. Logo a € K. Isto mostra que
(2) = (1) e completa a demonstracdo. ]

Estendendo a discussdo da se¢do 5, dados os conjuntos X, ¥ C R”, podemos
definir a distdncia entre eles pondo

dX,Y)y=inf.{|x —y;xe X,ye Y},

cabendo-nos agora indagar se, supondo X e Y fechados, existemxp € X eyy € Y
tais que d(X,Y) = |xo — yo|. Nem sempre. Com efeito, tomando em R? o
conjunto X como sendo o eixo das abcissas, isto €, X = {(x,0);x €e R}e Y =
{(x,1/x); x > 0}, ou seja, Y = ramo positivo da hipérbole y = 1/x, vemos que X
e Y sdo subconjuntos fechados disjuntos em R? tais que d(X, Y) = 0. Entretanto,
vale o seguinte resultado, que contém o Teorema 5 como caso particular:

Teorema 11. Sejam K C R”" compacto e F C R" fechado. Existem xo € K e
yo € F tais que |xo — yo| < |x — y| para quaisquer x € K ey € F.

Demonstra¢do. Dadefini¢do de infimo segue-se que existem seqiiéncias de pontos
x, € Key, € Ftaisqued(K, F) = lim |x; — yi|. Passando a uma subseqiiéncia,
se necessdrio, a compacidade de K nos permite admitir que limx; = xo € K.
Além disso a seqiiéncia (yy) € limitada pois |yx| < |yr — xi| + |xx|, onde |y — x|
¢ limitada por ser convergente e |x;| é limitada pois x; € K. Logo, passando
novamente a uma subseqii€ncia, se necessario, podemos admitir que lim y; = yy,
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com yy € F pois F é fechado. Entdo |xg — yo| = lim |x; — | = d(K, F) <
|x — y| para quaisquer x € K ey € F. O

Corolario 2. Sejam K C U C R", onde K é compacto e U é aberto. Existe ¢ > 0
tal que toda bola B(x; €), com raio ¢ e centro num ponto x € K, estd contida
emU.

Com efeito, sejam xp € K e yg € F = R" — U tais que |xg — yo| < |[x — |
para quaisquer x € K e y € F. Ponhamos ¢ = |xp — yo|. Como K C U, vemos
que K N F = g, portanto xg # yp e daie > 0. Assim,se x € K ey ¢ U, tem-se
|x — y| > €. Noutras palavras, se x € K entdo B(x;¢) C U.

Se F1 D F, D --- D F, D ... é uma seqiiéncia decrescente de fechados nao-

o
vazios em R”, pode ocorrer que [ F;y = &. Isto ocorre, por exemplo, quando

k=1
tomamos F; = [k, +00) em R. O teorema abaixo mostra que isto ndo acontece

quando um dos Fj € limitado (portanto todos os seguintes sao).

Teorema 12 (Cantor). Seja K1 D K, D -+ D Ky D ... uma seqiiéncia decres-

cente de compactos ndo-vazios em R". Existe pelo menos um ponto a € R" que
oo

pertence a todos os K. Noutros termos: (| Ky # @.
k=1

Demonstragdo. Paracadak € N, escolhamosum ponto x; € K. A seqiiéncia (xy)
¢ limitada, logo possui uma subseqiiéncia (x,),<n, que converge para a = lirI{]l X
reN’

Mostremos que a € K paratodo k € N. De fato, dado k, temos K, C K sempre

quer € Ner > k. Assim,r € N, r > k = x, € K. Segue-se que a = lim x,
reN

pertence ao conjunto fechado Kj. O

Uma propriedade fundamental dos conjuntos compactos € o fato de que toda
cobertura aberta de um compacto possui uma subcobertura finita. Vejamos isto.

Uma cobertura do conjunto X C R” é uma familia (C} ), de subconjuntos
C, C R"taisque X C |J Cj. Isto significa que para cada x € X existeum A € L

xelL
tal que x € C,.

Uma subcobertura é uma subfamilia (C;);c;, L' C L, tal que ainda se tem

Xc UG
rel’
Diz-se que a cobertura X C UC, € aberta quando os C, forem todos abertos,

ou finita quando L € um conjunto finito.

Teorema 13 (Borel-Lebesgue). Toda cobertura aberta K C UA; de um compac-
to K C R" admite uma subcobertura finita K C A,, U---UA,,.
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Inicialmente, prepararemos o terreno para estabelecer um lema que torna a
demonstracdo do teorema quase imediata.
Seja X C R" um conjunto limitado. O didmetro de X é o numero

diam. X =sup{|x —y;x,y e X }.

Segue-se imediatamente desta definicdo que se diam. X = d e x € X entdo
X C B[x;d].
n
Dado & > 0, um cubo de aresta « é um produto cartesiano C = [[[a;, a; + «]
i=1
de n intervalos de comprimento «. Se x = (x,...,x,) ey = (Vi,---» Yn)
pertencem a C entdo, paracadai = 1, ..., n, tem-se |x; — y;| < o logo |[x — y| =
VE@ — y)? < ay/n. Tomando y; = a; + « temos |x — y| = a+/n, portanto

a+/n é o didmetro do cubo de aresta « em R”.

A decomposi¢cdo R = | J [mea, (m 4+ 1)«] da reta em intervalos adjacentes
de comprimento « determiﬁgzuma decomposi¢cdo de R" como reunido de cubos
adjacentes de aresta «. A saber, para cada m = (my,...,m,) € Z", pomos
C, = ﬁ[m,»a, (m; + Da]etemos R" = | J C,,.

Parlaztlodo X CcRtemse X = (n;(eZﬂ C.). Se X € limitado apenas um

meZn

nimero finito das interse¢des X N C,, sdo ndo-vazias, logo podemos escrever
X=X1U---UXy

onde cada X; é da forma X N C,,, logo tem didmetro < a/m. Se X for compacto
entdo cada X; é compacto. Isto prova o

Lema 1. Seja K C R”" compacto. Para todo ¢ > 0 existe uma decomposicdo
K = K, U-..--U K} onde cada K; é compacto e tem didmetro < &.

Demonstracdo do Teorema de Borel-Lebesgue. Seja K C R" compacto. Supo-
nhamos, por absurdo, que K C UA, seja uma cobertura aberta que ndo admite
subcobertura finita. Exprimamos K como reunido finita de compactos, todos com
didmetro < 1. Pelo menos um deles, que chamaremos K, € tal que K; C UA;
ndo admite subcobertura finita. Escrevendo K; como reunido finita de compactos
de didmetro < 1/2, vemos que pelo menos um deles, digamos K, ndo pode ser
coberto por um nimero finito de Ajs. Prosseguindo assim, obtemos uma seqiién-
cia decrescente de compactos K1 D K, D --- D K; D ... comdiam K, < 1/k

e tal que nenhum deles estd contido numa reunido finita de A}s. Em particular,
o

todos os K sdo ndo-vazios. Pelo Teorema 12, existe a € () Ky. Para algum A,
k=1
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tem-se a € A,. Como A, é aberto, tem-se B(a; 1/k) C A, para algum k. Sendo
a € Ky ediam K; < 1/k, concluimos que K; C B(a; 1/k), donde K; C A;, o
que € uma contradi¢do.

7 AplicacGes continuas

Uma aplicagdo f: X — R”", definida no conjunto X C R”", associa a ca-

da ponto x € X sua imagem f(x) = (fi(x),..., fu(x)). As fungdes reais
fi, ..., fn: X — R, assim definidas, chamam-se as funcdes-coordenada de f.
Escreve-se entdo f = (fi,..., fu).

SeY C R" étal que f(X) C Y podemos (com um abuso de notagdo que é
irrelevante em nosso contexto) escrever f : X — Y emvezde f : X — R".

Diz-se que f € continua no ponto a € X quando, para cada ¢ > 0 arbitraria-
mente dado, pode-se obter § > 0O tal que

xeX, |x—al<d = |f(x)— fla)] <e.

Noutros termos: para cada bola B( f(a); ¢) dada, existe uma bola B(a; §) tal que
f(B(a; 8) N X) C B(f(a); e).

A continuidade de f no ponto a independe das normas que se utilizem em R™
e R".

Diremos que f : X — R”" é uma aplicacio continua no conjunto X C R”
quando f é continua em todos os pontos a € X.

Teorema 14. Sejan X C R", Y C R", f: X — R'com f(X) C Y e
g:Y — RP. Se f é continua no ponto a € X e g é continua no ponto f(a)
entdo g o f: X — RP ¢é continua no ponto a. Ou seja: a composta de duas
aplicacoes continuas é continua.

Demonstracdo. Seja dado ¢ > 0. A continuidade de g no ponto f(a) assegura a
existénciade A > Otalquey € Y, |y — f(a)| < A = |g(y) — g(f(a))| < &. Por
sua vez, dado A > 0, a continuidade de f no ponto a fornece § > O tal que x € X,
x —al <d=1fx)— fl@| <t = lg(f(x)) —g(f(a)] < ¢, logogo f ¢
continua no ponto a. O

Teorema 15. (a) A aplicacdo f : X — R" é continua no ponto a € X se, e
somente se, para toda seqiiéncia de pontos x; € X com lim x; = a, tem-se

lim f(xp) = f(a).

(b) A aplicacdo f : X — R" é continua no ponto a € X se, e somente se, suas
fungdes-coordenada f, ..., f, : X — R sdo continuas nesse ponto.
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Demonstra¢do. (a) Seja f: X — R”" continua no ponto a. Dada a seqiién-
cia de pontos x; € X com limx; = a, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal
que f(B(a;8)) C B(f(a);e). Correspondente a §, existe kg € N tal que
k > ko = x; € B(a; é), logok > kg = f(xx) € B(f(a);¢e). Isto mostra que
lim f(x;) = f(a). Reciprocamente, suponhamos por absurdo, que limx; = a
implique lim f(x;) = f(a), porém f seja descontinua no ponto a. Entdo existe
& > 0 com a seguinte propriedade: para todo k € N, podemos encontrar x; € X
com |x; —al|l < 1/ke|f(xx) — f(a)] = e. Assim, temos lim x; = a mas nio
temos lim f (x;) = f(a), uma contradicio.

(b) Isto decorre imediatamente do Teorema 2 junto com a parte (a), que aca-
bamos de provar. O

Teorema 16. Seja X C R™. Se as aplicacoes f,g: X - R'ea : X — R sdo
continuas no ponto a € X entdo sdo também continuas nesse ponto as aplicagdes
f+eg: X ->RL(f,g): X >R |fl: X - Reaf : X - R”", definidas
por (f +8)(x) = f(x) +gW), (f,g)(x) = (f(x),8(0)), [fI(x) =[f(x)]e
(af)(x) = alx) - f(x).

Demonstracdo. Isto resulta do Teorema 15(a) juntamente com o Corolario do
Teorema 2. O

Teorema 17. A imagem f(K) do conjunto compacto K C X pela aplicacdo
continua f : X — R" é também um conjunto compacto.

Demonstragdo. Seja (y;) uma seqiiéncia de pontos em f(K). Para cada k € N

existe x; € K talque f(xx) = yx. Como K é compacto, uma subseqiiéncia (xj)xen

converge para um ponto a € K. Sendo f continua nesse ponto a, de lirél Xy =a
keN’

resulta, pelo Teorema 15, que ]}irél f(xx) = f(a). Logo toda seqiiéncia de pontos
IS !

vk = f(xx) € f(K) possuiuma subseqiiéncia (y;)xen convergente para um ponto
f(a) € f(K). Noutras palavras: f(K) é compacto. ]

Corolario 3 (Weierstrass). Seja K C R™ compacto. Se f: K — R é uma
fungdo real continua, entdo existem xo, x; € K tais que f(x9) < f(x) < f(x1)
para todo x € K.

Noutras palavras: toda funcio real continua num conjunto compacto K atinge
seus valores minimo e m4ximo em pontos de K.

Para provar o Teorema de Weierstrass basta observar que, sendo f(K) C R
compacto, os nimeros yo = inf f(K) e y; = sup f(K) pertencem a f(K), isto &,
Yo = f(x0) e y1 = f(x1),com xg, x; € K.
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Teorema 18. Seja X C R™. A aplicacdo f: X — R" é continua se, e somente
se, a imagem inversa f~1(A) de todo conjunto aberto A C R" é um subconjunto
aberto em X.

Demonstragdo. Seja f continua. Se A C R” é aberto entdo, paratodox € f~'(A)
existe ¢ > 0 tal que B(f(x); ¢) C A. Pela continuidade de f, x é centro de uma
bola aberta B, tal que f(B,NX) C B(f(x);e) C A,logox € B,NX C f~'(A).
Isto valendo para todo x € f~!(A), resulta que f~'(A) C UNX C f~1(A),
logo f~'(A) = U N X, onde U é a reunifio das bolas abertas B,, x € f‘l(A).
Reciprocamente, suponhamos que, para todo aberto A C R”, f~!(A) seja aberto
em X, isto é, f~'(A) = U N X com U aberto em R™. Entio, dado x € X e
& > 0, tomamos A = B(f(x); &) e obtemos U C R™ aberto tal que U N X =
FU(B(f(x); €)). Certamente x € U, logo existe 8§ > 0 tal que B(x;8) C U e
assim f(B(x;8) N X) C B(f(x); e). Portanto, f é continua em todos os pontos
x € X. ]

Teorema 19. Seja X C R™. A aplicacdo f : X — R" é continua se, e somente
se, a imagem inversa de todo conjunto fechado F C R" é um subconjunto f~'(F)
fechado em X.

Demonstracdo. Istoresultado Teorema 18 se observarmos que, pondo A = R*—F
entdo A éabertoem R" e que £~ (F) = X — f~'(A) é fechado em X se, e somente
se, f~1(A) é aberto em X. ]

Observacao. Dada f : X — R", se f(X) C Y C R”" podemos considerar f
como uma aplicacdode X em Y eescrever f : X — Y. Se A e F sdo subconjuntos
de R" entio f~1(A) = f'(ANY)e fT'(F) = f~Y(FNY). Logo podemos
enunciar os Teoremas 18 e 19 assim: A aplicacdo f : X — Y € continua se, e
somente se, a imagem inversa por f de todo subconjunto aberto (respect. fechado)
em Y é um subconjunto aberto (respect. fechado) em X.

Corolario 4. Seja X C R™ aberto (respect. fechado). A fim de que f : X —
R" seja continua é necessdrio e suficiente que a imagem inversa por f de todo
subconjunto aberto (respect. fechado) em R" seja um conjunto aberto (respect.

fechado) em R™.

Corolario 5. Sejam f, g : X — R continuas no conjunto X C R™. O conjunto
A={x € X; f(x) < gx)} éaberto em X enquanto os conjuntos F = {x €
X; f(x) <gx)leG={x € X; f(x) = g(x)} sdo fechados em X.

Em particular, tomando g constante, vemos que o conjunto dos pontos x € X
tais que f(x) < c é aberto em X enquanto as solu¢des x € X da inequagdo
f(x) <coudaequacio f(x) = c formam conjuntos fechados em X.
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Teorema 20. Sejam ¢ : K — R" continua no compacto K CR" e L = ¢(K) a
imagem (compacta) de ¢. A fim de que uma aplicacdo f : L — RP? seja continua,
é necessdrio e suficiente que a composta f o ¢ : K — RP? seja continua.

K fO(p RP

L

Demonstragdo. Se f é continua entdo f o ¢ € continua, pelo Teorema 14. Reci-
procamente, supondo f o ¢ continua entdo, para todo conjunto fechado F C R”, a
imagem inversa (foe) ™" (F)=¢ '[f~Y(F)]éum subconjunto fechado de K, lo-
go é compacto. Entdo, pelo Teorema 17, f~!(F) = (p[(p‘l (f! (F))] é compacto,
logo fechado em R™. Segue-se do coroldrio acima que f é continua. O

Observacao. Quando se tem uma aplicacdo arbitraria ¢ : K — L entre dois
conjuntos, para todo Z C L vale a inclusdo (p[(,zf1 (Z)] C Z. Entretanto, quando
@ : K — L é sobrejetiva, como no caso acima, tem-se ¢[¢~(2)] = Z.

Exemplo 10. Tomemos K = [0,27] C R, L = S! = {(x,y) e R*; x> + y? =
1} e ¢:[0,27] — R? dada por ¢(t) = (cost,sent). Entdo [0,27] e S' sdo
compactos e ¢ : [0, 2] — S! é continua e sobrejetiva. Seja agora g : [0, 2] —
R" uma aplicagdo continua tal que g(0) = g(2m). A partir de g, podemos definir
f: 8" — R* pondo f(cost,sent) = g(t). Como g(0) = g(2m), f estd bem
definida. Além disso, f o ¢ = g é continua. Segue-se do Teorema 20 que f ¢é
continua. Isto se exprime dizendo que “para definir uma aplicacdo continua no
circulo S! basta defini-la no intervalo [0, 277 ] de modo que assuma valores iguais
nos extremos 0 e 2rw.” <

8 Continuidade uniforme

A adicfio e a multiplicacdo de niimeros reais sio funcdes continuas s, p : R> — R,
definidas por s(x,y) = x + y e p(x,y) = x - y. Examinemos a continuidade
de cada uma delas no ponto (a, b) € R?. Para isso, usaremos em R? a norma do
maximo, segundo a qual tem-se (x, y) € B((a, b); §) se, e somente se, |x —a| < §
ely—>b| <34.

Comecemos com a adi¢do: dado ¢ > 0, tomemos § = a/2. Se |x —a| <
e/2 e |ly—b| <¢g/2, isto é (x,y) € B((a, b), ), entdo |s(x,y) —s(a, b)| =
x+y—(@+b)]=lx—al+|y—bl<e.
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Em seguida, a multiplicagdo: dado & > 0, temos xy —ab = (x —a)(y —

b) + (x — a)b + a(y — b), logo, tomando § > 0 menor do que cada um dos
1

e £
numeros —f m m veremos que se |[x —a| < e |y —b| < §isto é,
(x,y) € B((a b), §), entdao

Ip(x,y) — pla,b)| =|xy —ab| < |x—al|ly—>b|+|x —all|b|+|a||y—b|
<

Note-se adiferenca: no caso da adi¢do, § depende apenas de £, mas nao do ponto
(a, b) onde a continuidade é testada. Ja na multiplicacdo, § depende ndo apenas
de ¢ mas também de (a, b). Se um dos nimeros a ou b aumentar, para 0 mesmo
& deve-se tomar § cada vez menor. Isto significa que a adi¢do é uniformemente
continua mas a multiplica¢do ndo é. Segue-se a defini¢do pertinente:

Uma aplicagdo f : X — R” diz-se uniformemente continua no conjunto X C
R™ quando, para todo ¢ > 0, for possivel obter § > 0 tal que |[x —y| < § =
|f(x) — f(y)| < &, sejam quais forem x,y € X.

Teorema 21. A fimde que [ : X — R" seja uniformemente continua no conjunto
X C R™ é necessdrio e suficiente que, para toda seqiiéncia de pontos xi, y, € X
com lim |x; — yi| = 0, se tenha lim | f (x;) — f(yx)| = 0.

Teorema 22. Toda aplicacdo continua f : X — R", definida num conjunto com-
pacto X C R™, é uniformemente continua.

As demonstragdes dos Teoremas 21 e 22 sdo exatamente as mesmas que se
encontram nas paginas 83 e 84 do volume 1.

Exemplo 11. Umaaplicagdo f : X — R”", definidano conjunto X C R™, chama-
se lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal que | f(x) — f(¥)| < c|x — y| para
quaisquer x, y € X. O ndmero ¢ é chamado uma constante de Lipschitz de f.
Toda aplicacdo lipschitziana é uniformemente continua: dado ¢ > 0, basta tomar
8§ = ¢/c. Afungdo f : [0, 1] — R, definida por f(x) = 4/x, € uniformemente
continua mas ndo € lipschitziana. Basta ver que

Wx =yl =

lx — vl

1
NEENG

eque, comx, y € [0, 1] pode-se tornar \/x + ,/y tdo pequeno, (logo (/x + ﬁ)*l
tdo grande) quanto se queira. <
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Exemplo 12. Toda transformacfo linear A : R" — R” é continua pois, para
cadai = 1,2,...,n, a i-ésima fungdo-coordenada de A € a fungdo continua
(X1, ..., X,) = aj1x; + -+ + ajnx,, onde [a;;] € a matriz de A. A esfera unitéria
§m=1 = {x € R™; |x| = 1} é compacta. Logo A é limitada em $"~!. O niimero

|A] =sup {|A-x|;x € S" '}

chama-se a norma da transformagdo A. Para todo vetor v € R”, tem-se |A - v| <
|A| - |v]. Isto é 6bvio quando v = 0. Se v # 0 entdo v/|v| € $"~! logo

v
|A-v] =|v] - |A (T) | < [A]]v].
V]
Para x, y € R" quaisquer, tem-se |A - x — Ay| = |[A(x —y)| < |A| - |x — y|.
Logo a transformacio linear A é uma aplicagao lipschitziana, com constante de
Lipschitz |A]|. <

Exemplo 13. Dado A C R” ndo-vazio, seja f : R” — R definida por f(x) =
d(x, A). Afirmamos que |d(x, A) — d(y, A)| < |x — y| paraquaisquer x, y € R".
Logo f élipschitziana, com constante ¢ = 1, donde uniformemente continua. Para
provar nossa afirmacdo, observemos que, dados x, y € R", existem a, b € A tais
qued(x,A)=|x —aled(y,A) =]y — b|. (Vide secdo 5.)

Temos b = lim y;, com y, € A. Como |x —a| < |y — yx| para todo k €
N, segue-se que |x — a| < |x — b|. Conseqiientemente, |d(x, A) — d(y, a)| =
[ |lx —al —|y — bl| <||x —b|— ly — bl| < |x, y|, como querfamos mostrar.

Quando | f(x) — f(¥)| < |x — y|paraquaisquerx, y € X, aaplicacdo lipschit-
ziana f : X — R” chama-se uma contragdo fraca. Se | f(x) — f(¥)| < c|x — y]
com (0 < ¢ < 1, aaplicacdo f chama-se uma contracdo, simplesmente. <

9 Homeomorfismos

7z

Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre um conjunto ¥ C R" é uma
bijecdo continua f : X — Y cujainversa f~' : ¥ — X também é continua.

Exemplo 14. A aplicacio f : [0,27) — S', definida por f(t) = (cost, sent),
¢ uma bije¢do continua mas ndo ¢ um homeomorfismo. Sua inversa f~!': §' —
[0, 27) aplica o compacto S! sobre o intervalo [0, 277), que ndo é compacto, logo
¢ descontinua. Mais precisamente, f~! é descontinua no ponto a = (1,0) =
f(0) € S'. Com efeito se pusermos, paracadak € N,y = (1 — 1/k) - 2w e
7« = (costy, senty), teremos limz; = a mas lim f~'(z;) = lim# = 27, logo
ndo vale lim £~ '(zx) = f~'(a) = 0. <
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Exemplo 15. A bola aberta B = B(0; 1) C R" é homeomorfa ao espagco R". De
fato, as aplicagdes f : R* — Be g : B — R", definidas por

X Yy
fx) = e gy =
14 |x] 1 =1yl
sdo continuas e, como se verifica sem dificuldade, vale g(f (x)) = x, f(g(y)) =y,
para quaisquer x € R" e y = B,logo g = f~ L. <

Exemplo 16. Sejam S" = {x € R"*!; (x, x) = 1} a esfera unitdria n-dimensio-
nale N = (0,...,0,1) € §" seu pdlo norte. A projecdo estereogrdfica & : S" —
{N} — R" é um importante exemplo de homeomorfismo. Para todo x € §" —

{N}, &E(x) € o ponto em que a semi-reta Nx corta o hiperplano x,,; = 0, o qual

identificamos com R”. Os pontos da semi-reta Nx sido da forma N + t(x — N)
com ¢ > 0. Um tal ponto estd no hiperplano R" quando sua tdltima coordenada
1+ #t(xp41 — 1) é igual a zero, ou seja, quando r = 1/(1 — x,4+1). Logo &§(x) =
x'/(1 — x,41), onde x” = (xy,...,x,) para x = (X, ..., Xy, Xy11). ISto mostra
que & : §" — {N} — R" é continua. Seja agora ¢ : R” — §" — {N} dada por
¢(») = x, onde x’ = 2y/(IyP* + 1) e x0y = (Iy> = D/(y* + D. Uma
verificagdo simples mostra que £(¢(y)) = y paratodo y € R" e ¢(£(x)) = x para
todo x € S". Portanto a aplica¢do continua ¢ : R" — S§" — {N} € a inversa de &
e, conseqiientemente, & € um homeomorfismo. <

Teorema 23. Se K C R™ ¢ compacto entdo toda aplicacdo continua injetiva
f 1 K — R" é um homeomorfismo sobre sua imagem (compacta) L = f(K).

Demonstra¢do. Chamemos de g: L — K ainversade f. Como L C R" ¢
compacto, portanto fechado, pelo Teorema 19, g € continua se, e somente se, para
todo conjunto fechado F C R, a imagem inversa g ' (F) =g (FNK)éum
fechadoem R”. Mas FNK é compacto, logo g~ (FNK) = f(FNK) é compacto
(em virtude do Teorema) logo € fechado. ]

O teorema acima mostra por que foi possivel dar o Exemplo 14: o intervalo
[0, 277) ndo é compacto.

10 Conjuntos conexos

7

Uma cisédo do conjunto X C R” é uma decomposicio X = AU B onde AN B =
AN B = @, isto é, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B é
aderente a A.

Um exemplo 6bvio € a cisdo trivial X = X U @. JAR — {0} = (—00,0) U
(0, 400) € uma cisdo ndo-trivial. Por outro lado, pondo A = (—00,0] e B =
(0, +00) a decomposicio R = A U B ndo é uma cisdo pois 0 € A N B.
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Se X = A U B € uma cisdo entdo os pontos de X que s@o aderentes a A, ndo
pertencendo a B, estdo em A, logo A = A N X. Analogamente, B = B N X.
Assim, A e B sdo ambos fechadosem X. Com A = X —Be B = X — A, segue-se
que A e B s@o também abertos em X.

Reciprocamente, se A C X € aberto e fechado em X entfo, pondo B = X — A,
adecomposicdo X = AU B é uma cisdo. Com efeito, nenhum ponto de X aderente
a A pode pertencer a B pois A € fechado em X e, da mesma forma, nenhum ponto
de X aderente a B pode pertencer a A.

Em particular, se X C R”" é aberto, uma cisdo X = A U B é uma expressio
de X como reunido de dois abertos disjuntos. E se X C R" é fechado, toda cisdo
X = AU B é aexpressao de X como reunido de dois conjuntos fechados disjuntos.
Mais particularmente ainda, se X é compacto entdo A e B sdo compactos.

Exemplo 17. Escrevendo as linhas de uma matriz, uma apds a outra, numa sé
lista, identificaremos o espago R" com o conjunto das matrizes quadradas n x n.
Sejam G,,, G, e G_ respectivamente os conjuntos das matrizes com determinante
# 0, das matrizes com determinante > 0 e com determinante < 0. A igualdade
G, = G4 UG_ éuma cisdo. Com efeito, como o determinante ¢ uma fungao real
continua det : G, — R, uma seqii€ncia de matrizes com determinantes positivos
nio pode convergir para uma matriz de determinante negativo. Assim G, N G_ =
@. Analogamente, G, N G_ = @.

Um conjunto X C R" chama-se conexo quando s6 admite a cisdo trivial. Caso
contrério, diz-se que X € desconexo.

Como vimos no Exemplo 17 acima, o conjunto das matrizes n x n com deter-
minante # 0 é desconexo.

Na pagina 51 do vol. 1 foi provado que todo intervalo da reta R (seja ele aberto
ou ndo, limitado ou ndo) é conexo.

Vale a reciproca: <

Teorema 24. Os tinicos subconjuntos conexos de R sdo os intervalos.

Demonstracdo. Suponha que X C R nio seja um intervalo. Entdo existem a <
c <btaisquea,b e Xec ¢ X. Neste caso, pondo A = {x € X;x < c}e
B={xeX;x >c},vemosque X = AU B é uma cisdo. Comoa € Aeb € B,
esta cis@o nao € trivial. Portanto X é desconexo. ]

Teorema 25. (a) A imagem do conjunto conexo X C R™ por uma aplicagcdo
continua f : X — R" é um conjunto conexo.

(b) A reunido X = |J X, de uma familia qualquer de conjuntos conexos X; C
rel
R" que tém um ponto a em comum é um conjunto conexo.
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2

(¢c) O produto cartesiano X x Y C R™™" dos conjuntos X C R™ eY C R" ¢
um conjunto conexo se, e somente se, X e Y sdo conexos.

(d) O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Demonstracdo. (a) Se f(X) = AU B é uma cisdo daimagem de X entdo A e B
s30 ambos abertos e fechados em f(X), além de disjuntos. Logo f~'(A)e f~1(B)
s3o também disjuntos, abertos e fechados em X, portanto X = f~1(A) U f~(B)
é uma cisdo, a qual é trivial pois X é conexo. Mas A = ff~'(A)e B = ff~'(B)
porque A e B estdo contidos em f(X). Assim, A ou B é vazio e daf a cisdo
f(X) = AU B étrivial. Entdo f(X) € conexo.

(b) Sejaatalquea € X, paratodo A € L. Se X = A U B é uma cisdo entdo
0 ponto a pertence a um dos conjuntos, A ou B. Digamos que a € A. Para todo
rel, X, =(ANX,)U(BNX,)éuma cisdo, qual € trivial pois X, € conexo.
Como a € AN X;, segue-se que B N X, é vazio. Logo B = [ J(B N X;) é vazio

Y

e acisdo X = A U B é trivial. Portanto X é conexo.

(c) Se X x Y é conexo entdo X e Y sdo conexos porque sdo as imagens
de X x Y pelas projecdes p: X x Y — X, p(x,y) =xeq: X xY — 7Y,
q(x,y) = y as quais sdo continuas. Reciprocamente, se X e Y sdo conexos,
tomamos um ponto ¢ = (a, b) € X x Y. Paracadaz = (x, y) € X x Y o conjunto
C, = (X x{b})U({x} x Y) é conexo pois é reunido dos conjuntos conexos X x {b}
e {x} x Y (homeomorfos respectivamente a X e Y') com o ponto (x, b) em comum.
Além disso, também ¢ = (a,b) € C, paratodoz € X x Y e X x Y = | C, logo,

Z

pelo item (b), X x Y € conexo.

(d) Seja X = AU B umacisdo. Entio X = (AN X)U (BN X) também é uma
cisiopois (AN X)N(BNX)CANB=we(ANX)N(BNX)C ANB = 2.
Como X é conexo, tem-se, digamos, A N X = &. Ora, existe U C R” aberto tal
queA=UNX.DaiANX=UNX)NX=UNX,logoU NX = @. Sendo
U aberto, de U N X = & segue-se que nenhum ponto de U € aderente a X. Entdo
UﬂX:@,ouseja,A:@.

Assim, toda cisdo X = A U B ¢ trivial, portanto X é conexo. O
Corolario 6. Se X, ..., Xy sdo conexos entdo X; x --- x X é conexo. Em
particular, R* =R x - -+ x R € conexo.

Com efeito, X; x X, x X3 = (X; X X») x X3 e assim por diante.

Corolario 7. Se X C R" é conexo entdo a imagem de toda fungdo real continua
f: X — R éum intervalo.

Com efeito, pelo Teorema 24 todo subconjunto conexo de R é um intervalo.



SECTION 10: CONJUNTOS CONEXOS 27

Este corolério é conhecido como o Teorema do Valor Intermedidrio pois pode
também ser enunciado assim: “Sejam X C R" conexoe f : X — R continua. Se
a,b € X sdo tais que f(a) < f(b) entdo, para cada d com f(a) < d < f(b),
existe c € X tal que f(c) =d.”

Corolario 8 (“Teorema da Alfandega™). Seja X C R”" um conjunto arbitrdrio.
Se um conjunto conexo C C R" contém um ponto a € X e um ponto b ¢ X entdo
C contém um ponto c € fr.X.

Com efeito, a fun¢do continua f : C — R, definida por f(x) = d(x, X) —
dx,R" — X),étal que f(a) < 0e f(b) > 0. Logo, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, deve existir ¢ € C talque f(c) = 0,istoé,d(c, X) = d(c, R" - X).
Como um desses dois nimeros € zero, ambos o sdo e dai ¢ € fr.X.

Como R" € conexo, resulta do coroldrio acima que se o conjunto X C R" ndo é
vazio nem coincide com R” entdo a fronteira de X ndo € vazia. De fato, se X # &
e X # R”" entdo o conjunto conexo R" contém algum ponto de X e algum ponto
que ndo pertence a X, logo contém algum ponto da fronteira de X.

z

Exemplo 18. Para todo n € N, a esfera $” é um conjunto conexo. Com efeito,

retirando o pélo norte N = (0, ..., 0, 1), vemos que X_= S" — {N} é conexo por
ser homeomorfo a R” (cfr. Exemplo 16). Como S" = X, segue-se do item (d) que
a esfera S” é conexa. <

Exemplo 19. Uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediério é que para
toda fungio real continua f: S' — R existe (pelo menos) um ponto z € S' tal que
f(z) = f(—z). Para ver isto, consideremos a funcio continua ¢ : S' — R, dada
por ©(z2) = f(z) — f(—z). Vale p(—z) = —¢(z). Assim, ou ¢(z) = 0 para todo
z (assunto encerrado) ou existe a € S' com ¢p(—a) < 0 < ¢(a), logo ¢(z) = 0
para algum z € S!, pois ' é conexo. <

Existe uma no¢do bem geométrica que fornece uma condicao suficiente para a
conexidade de um conjunto, que € a conexidade por caminhos.

Um caminho num conjunto X C R” é uma aplicagdo continua f : [ — X,
definida num intervalo /.

Por exemplo, dados x,y € R”, o caminho f : [0, 1] — R”", definido por
f() = (1 —1t)x + ty, chama-se o caminho retilineo que liga x a y. As vezes nos
referiremos a ele como o caminho [x, y].

Diremos que os pontos a, b € X podem ser ligados por um caminho em X
quando existe um caminho f : [ — X tala = f(a),b= f(B) coma < B € I.

Por exemplo, se X C R" é convexo, dois pontos quaisquer a, b € X podem ser
ligados por um caminho em X, a saber, o caminho retilineo [a, b].
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Se a,b € X podem ser ligados por um caminho f : I — X, entdo existe
um caminho ¢ : [0, 1] — X tal que ¢(0) = a e ¢(1) = b. Basta por ¢(t) =
fd=nDa+1p),ondea = f(a)eb= f(B).

Se f, g : [0, 1] = X sdo caminhos em X, com f (1) = g(0), entdo definimos o
caminho justapostoh = f Vv g : [0,1] = X pondo h(t) = f(2t)se 0 <t < 1/2
eh(t) = g2t — 1)se 1/2 <t < 1. Note que estas duas expressdes definem
o mesmo valor de 4(1/2). Como h|[0, 1/2] e h|[1/2,1] sao continuas, segue-se
que h € continua. Intuitivamente, o caminho A percorre a trajetéria de f (com
velocidade dobrada) até + = 1/2 e depois, para ¢t > 1/2, descreve (ainda com
velocidade dobrada) o percurso de g.

Sejam a, b, ¢ pontos do conjunto X C R". Se a, b podem ser ligados por um
caminho em X e b, ¢ também podem ser ligados por um caminho em X, entdo
existe um caminho em X ligando a a c¢. Basta tomar caminhos f, g : [0, 1] — X
com f(0) = a, f(1) = b, g(0) = b, g(1) = cepdrh = f Vv g. Entdo
h0) =a,h(l) =c.

Um conjunto X C R" diz-se conexo por caminhos quando dois pontos quais-
quer a, b € X podem ser ligados por um caminho em X.

Todo conjunto convexo X C R” € conexo por caminhos. Em particular, toda
bola (aberta ou fechada) no espaco euclidiano é conexa por caminhos.

A esfera " = {x € R"*!'; (x,x) = 1} é conexa por caminhos. Com efeito,
dados a, b € §", se a e b ndo sdo antipodas, isto é, se b # —a, entdo f : [0, 1] —
S", definida por

(1—-ta—+1tb

O =" har

é continua (pois seu denominador nunca se anula), com f(0) = a, f(1) = b. Se,
porém, b = —a, tomamos um ponto ¢ € §" — {a, b}, ligamos a com c e ¢ com b
pelo processo acima. O caminho justaposto ligard o ponto a ao seu antipoda b.
Todo conjunto X C R”, conexo por caminhos, é conexo.
Com efeito, fixando a € X seja, paracadax € X, C, aimagem de um caminho
em X ligando a até x. Pelo item (a) do Teorema 25, C, € um conjunto conexo que

contém a e x. Logo, pelo item (b) do mesmo teorema, o conjunto X = | J C, é

xeX
conexo.

A reciproca é falsa. O conjunto X C R?, reunido do grifico da fungdo f(x) =
sen(1/x),0 < x < 1, com a origem p = (0, 0), é conexo mas ndo é conexo por
caminhos. (Para a demonstracio, ver o livro “Espacos Métricos”, do autor, pagina
103.)

H4, porém, um caso particular importante, no qual a conexidade implica em

2

conexidade por caminhos: quando o conjunto X C R” € aberto.
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Diremos que f : [0, 1] — X & um caminho poligonal em X quando f € a
justaposicdo de um nimero finito de caminhos retilineos.

Teorema 26. Um aberto A C R" é conexo se, e somente se, é conexo por cami-
nhos.

Demonstracdo. Seja A C R" aberto e conexo. Fixemos um ponto a € A e
consideremos o conjunto U, formado pelos pontos x € A que podem ser ligados
ao ponto a por um caminho poligonal contido em A. Afirmamos que U € aberto.
Com efeito, seja x € U. Sendo A aberto, existe B = B(x;r),comx € B C A.
Como a bola B é convexa, todo ponto y € B pode ser ligado a x por um segmento
de reta contido em B, logo y se liga a a por um caminho poligonal contido em
A. Portanto B C U e U C A € aberto. Também V = A — U ¢ aberto, pois
se v € V entdo v ndo pode ser ligado a a por um caminho poligonal contido em
A. Tomando uma bola aberta B, com v € B; C A, todo z € By se liga a v por
um segmento de reta contido em B;. Se z pudesse ser ligado a a por um caminho
poligonal contido em A, justapondo-se [v, z] a esse caminho, verfamos que v € U,
um absurdo. Temos entdo A = U U V, uma cisdo. Como A é conexoea € U,
temos V = @, donde A = U, o que prova o teorema. O

Corolario 9 (da demonstracao). Se A C R" é aberto e conexo, dois pontos
quaisquer de A podem ser ligados por um caminho poligonal contido em A.

Mostraremos a seguir que todo conjunto X C R” se exprime como reunido
disjunta de subconjuntos conexos maximos, chamados componentes conexas de X .

Sejam x € X C R". A componente conexa do ponto x no conjunto X é a
reunido Cy de todos os subconjuntos conexos de X que contém o ponto x.

Por exemplo, se X = Q C R entfio a componente conexa de qualquer ponto
x € X é {x}. Por outro lado, se X C R" é conexo entdo, para todo x € X temos
C, = X. Se X = R — {0} entdo a componente conexa de 1 em X é (0, +00)
enquanto que a componente conexa de —1 é (—oo, 0).

Dados x € X C R”", a componente conexa C, € um conjunto conexo, pelo
Teorema 25(b). Na realidade, C, € o maior subconjunto conexo de X contendo o
ponto x. Com efeito, se C C X é conexo e contém x, entdo C € um dos conjuntos
cuja reunido é Cy, logo C C C,. Mais ainda, se C C X é conexo e tem algum
ponto em comum com C, entdo C C C,, pois C U C, é conexo contendo x logo
CUC, C C,edai C C C,. Em particular, nenhum subconjunto conexo de X
pode conter C, propriamente.

Sejam x, y dois pontos de X. Suas componentes conexas C, e C,, ou coincidem
ou sdo disjuntas pois se z € C, N C, entdo C, C Cy e Cy C C,. Assim a relagio

2

“x e y pertencem a mesma componente conexa em X~ é uma equivaléncia no



30 CAPITULO 1: TOPOLOGIA DO ESPACO EUCLIDIANO

conjunto X. As classes de equivaléncia sdo as componentes conexas dos pontos
de X.

Toda componente conexa C, € um conjunto fechado em X. Com efeito, sendo
C.cC,NX c C,,oTeorema 25(d) nos assegura que C,NX éum subconjunto
conexo de X, contendo C,. Logo C,NX=0C,,o que mostra que C, € fechado
em X.

11 Limites

Sejam f: X — R”" definida no conjunto X C R™ e a € R" um ponto de
acumulacdo de X. Diz-se que b € R” ¢ o limite de f(x) quando x tende para a e
escreve-se lim f(x) = b quando a seguinte condigdo € védlida:

“para todo € > 0dado, existe § > Otalquex € X e0 < |x —al < §
implicam | f (x) — b| < 8.

O ponto a pode pertencer ou ndo a X. Em muitos dos exemplos mais importan-
tes de limite, na verdade, tem-se a ¢ X. Mas, mesmo que pertenga a X, o ponto
a e o valor f(a) ndo desempenham papel algum na definicao de limite.

Quando o ponto de acumulacdo a pertence a X, a aplicacdo f: X — R" &
continua no ponto a se, e somente se, }1_r)r(11 fx) = f(a).

A propriedade seguinte decorre imediatamente da definicdo mas € util o bastante
para ser destacada como um teorema.

Teorema 27 (Permanéncia do sinal). Sejam a um ponto de acumulacdo de X C
R"e f : X — R uma fungdo real. Se b = lim f(x) é um niimero positivo entdo
X—a

existe 8 > 0talque x € X e 0 < |x — a| < § implicam f(x) > 0.

Demonstracdo. Como b € positivo, tomamos ¢ = b. Pela defini¢do de limite,
existe § > Otalquex € X e 0 < |x —a| < § implicam b — ¢ < f(x) < b + ¢,
istoé, 0 < f(x) < 2b,logo f(x) > 0. ]

Quando X € um intervalo da reta, tem sentido a no¢ao de limite lateral de uma
aplicacdo f : I — R", ou seja, de um caminho, num ponto @ € /. Por exemplo,
se a ndo € o extremo superior de /, diz-se que b € R" € o limite a direita de f(t)
quando ¢ tende para a, e escreve-se tEranJr f () = b, para significar que

“para todo ¢ > 0 dado, existe 5 > 0 tal que a <t < a + § implica
tele|f(t)—0bl <e”
Analogamente se define o limite a esquerda lim f(¢).
t—a—

Assim como a continuidade de uma aplicagdo, a existéncia ao valor do limite
se exprimem em termos das fun¢des-coordenada, como veremos agora.
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Teorema 28. Seja a um ponto de acumulagdo do conjunto X C R™. Se as fun¢des-

coordenada da aplicacdo f: X — R" sdo fi,..., f,: X — R entdo tem-
se lim f(x) = b = (by,...,b,) se, e somente se, lim f;(x) = b; para cada
i=1,...,n.

Demonstra¢do. Se lim f(x) = b entdo, para cada i = 1,...,n, tem-
se lim f;(x) = b; porque |fi(x)—b;| < |f(x)—b|. Reciprocamente, se

X—a

lim f;(x) = b; paracadai = 1,...,n entdo lim f(x) = b porque | f(x) — b| <
> 1fi(x) = bil. O
i=1

A proposic¢do seguinte relaciona o limite de aplicagdes com o limite de seqiién-
cias.

Teorema 29. Seja a um ponto de acumulacdo do conjunto X C R™. A fim de
que se tenha lim f(x) = b é necessdrio e suficiente que, para toda seqiiéncia de
xX—>a

pontos x; € X — {a} com lim x; = a, seja lim f(x;) = b.

A demonstragdo ¢ idéntica a feita no vol. 1 (pag. 63).
Teorema 30. Sejam: a um ponto de acumulagdo de X C R™, b € Y um ponto
de acumulacdo de Y C R", f : X — Y uma aplicacdo tal que lim f(x) = b e
g : R? continua no ponto b. Entdo lim g(f(x)) = g(b).

Isto € mais fécil de provar do que enunciar. Basta imitar a demonstracdo de que
a composta de duas aplicagdes continuas é continua (Teorema 14).

Teorema 31. Sejam f,g: X — R" e a: X — R definidas no conjunto X C R™
e a um ponto de acumulacdo de X. Se existem lim f(x) = b, limg(x) = ce

lim o (x) = a, entdo existem os limites e valem as igualdades abaixo:
X—a

lim [f()+g)]=b+ec.  lim @)  f(x)=ap-b

lim (f(x),g(x)) =(b,c),  lim |f(x)] = [b].

Demonstracdo. A aplicagdo s : R” x R" — R”, definida por s(x, y) = x + y, €
continua. Observando que f(x) + g(x) = s(f(x), g(x)), resulta do Teorema 31
que lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) 4+ lim g(x) = b 4+ c. Analogamente para as
outras trés igualdades. O



32 CAPITULO 1: TOPOLOGIA DO ESPACO EUCLIDIANO

Além disso, € util saber que se lima(x) = 0e f: X — R" é limitada na
vizinhanga de a (isto €, existem & ;_)(c)l eM > 0Qtaisquex € Xel|lx—al <$§
implicam | f (x)| < M) entdo lim «(x) f(x) = 0, mesmo que ndo exista lim f(x).
(Muito f4cil.) o o

Exemplo 20. Seja g : R — {0} — R definida por g(x,y) = x2y/(x? + y?).
Entdo podemos escrever g(x, y) = a(x, y) - f(x,y)onde a(x,y) =xe

xy X y
X2y a4y Sat 2

sendo 6 o angulo de eixo O X com o segmento Oz, z = (x, ¥). Assim, temos

=cosfsend,

S, y) =

lim o«(x,y)=0
(x,y)—(0,0)

elfx,y)] =< l,logo( m 0)g(x,y) =0. <

li
x,y)—>(0,

Agora que ja vimos ser lim(f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x), podemos

demonstrar a seguinte conseqiiéncia do Teorema 27:

Teorema 32 (Permanéncia da desigualdade). Sejam f, g : X — Rdefinidas no
conjunto X C R™ e a um ponto de acumulagdo de X. Se f(x) < g(x) para todo
x € X e existem lim f(x) e lim g(x) entdo tem-se lim f(x) < lim g(x).

Demonstrag¢do. Se fosse o contrdrio, lim f(x) > lim g(x), terfamos lim ( f(x) —
X—a XxX—a X—a

g(x)) > 0 e entdo, pelo Teorema 27, valeria f(x) > g(x) paratodo x € X
suficientemente préximo de a, uma contradi¢ao. O



Capitulo 2

Caminhos em R”

1 Caminhos diferenciaveis

Seja f : I — R" um caminho, isto é, uma aplicagdo continua cujo dominio é
um intervalo da reta. Para todo r € I, tem-se f(t) = (fi(¢),..., fu(¢)), onde
fis ...y fu i I = R, as fungdes-coordenada de f, sdo continuas.

Diz-se que o caminho f : I — R”" é diferencidvel no ponto ty € I quando
existe o limite

fto+h) — f(to)
p ,

['(t) = lim

chamado a derivada, ou o vetor-velocidade de f no ponto .

Paratodo i # 0, as coordenadas do vetor [ f (to+h) — f (¢p)]/ h sdo os nimeros
[fito+h) — fi(to)]/h(i =1, ..., n). Pelo Teorema 28 do Capitulo 1, o caminho
f € diferencidvel no ponto £ se, e somente se, suas funcdes-coordenada o sdo. No
caso afirmativo, tem-se f'(t) = (f{ (%), ..., f.(to)). As vezes se usa também a

notagao %(to) em vez de f'(t).

Quando o caminho f : I — R" é diferencidvel em todos os pontos de /, diz-se
que ele é diferencidvel em I. Neste caso, a correspondéncia ¢t — f'(t) define
uma aplicagdo f': I — R". Quando f’ é continua, o caminho f chama-se de
classe C'. Mais geralmente, para todo inteiro k > 1, diz-se que f: [ — R" ¢
um caminho de classe C* quando ele é diferencidvel e f’ é de classe C*~!. Para
que f seja de classe C* é necessdrio e suficiente que cada uma de suas fungdes-
coordenada o seja. Escreve-se entdio f € C*.

No caso em que f’(fy) # 0, a definicdo acima significa que a reta que passa
pelo ponto f(#y) e tem a dire¢do dada pelo vetor f’(ty), isto é, o conjunto { f (¢y) +
a - f'(ty); @ € R}, é o limite da secante que passa pelos pontos f(¢y) e f(to + h)
quando 2 — 0. Logo € natural chamé-la de reta tangente ao caminho f no ponto

33
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t. Quando f’(#p) = 0 pode ndo haver reta alguma que se possa chamar de tangente
do ponto f(ty).

Figura 1.

Exemplo 1. Dadosa # bemR”, seja f : R — R" o caminho retilineo que passa
pelospontosaeb : f(t) = (1 —t)a+1t-b. Paratodot € R, f é diferencidvel no
ponto ¢, com f'(t) = b — a, como se vé diretamente a partir da definicdo.

Se ty ndo € o extremo superior do intervalo /, tem sentido considerar a derivada
a direita do caminho f : I — R" no ponto #y, a qual é definida por

fto+h) — f(to)
, ,

Fia = i,

e, de modo andlogo, a derivada a esquerda f'(ty—), caso fy ndo seja o extremo
inferior de /. Quando ¢y € um ponto interior de / entdo f € diferencidvel no ponto
fo se, e somente se, existem as derivadas f7 (ty) e f/ (t) sendo elas iguais. <

Exemplo 2. Seja f : R — R? o caminho definido por f(t) = (¢, |t|). Parat > 0
tem-se f(t) = (¢t,t) e,parat < 0, f(t) = (¢, —t). Logo, para todo ¢ # 0 existe
f'(®), sendo f'(t) = (1,1)set > O0e f'(t) = (I,—1) set < 0. No ponto
t = 0 existem as derivadas laterais f(0) = (1, 1) e f/(0) = (1, —1), que sdo
diferentes, logo f ndo é diferencidvel no ponto t = 0. Por outro lado, o caminho
g : R — R?, definido por g(t) = (t]t], t*), tem a mesma imagem que f porém é
derivdvel em todos os pontos, inclusive para t = 0, valendo g’(0) = (0, 0). Com
efeito, se t < 0 entdio g(t) = (—t>,t>) eset > 0 vale g(t) = (¢>,¢%). Portanto
g'(t) = (=2t,2t) quando t < Oe g'(r) = (2t,2t) set > 0. No ponto t = 0,
temos g’ (0) = g” (0) = (0, 0). <

Exemplo 3. Sejam f : R — R?e g : R — R? os caminhos definidos por f(t) =
(cost,sent) e g(t) = (cost,sent, t). A imagem de f € a circunferéncia unitria
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Figura 2.

S!' e aimagem de g é a hélice H, cuja projecio sobre o plano z = 0 & S'. Ambos,
f e g, sdo de classe C* para todo k € N, por isso se dizem de classe C*®. Para
todot € R tem-se f'(t) = (—sent,cost) e g'(t) = (—sent, cost, 1). <

2 Calculo diferencial de caminhos

Sejam f, g : I — R" caminhos e o : /| — R uma funcio real. Se f, g e o sdo
diferencidveis no ponto #y € I entdo sdo também diferencidveis nesse ponto os
caminhos f + g, af e as fungdes ( f,g) e |f| = /(f, f), esta tltima sob a
condigdo de ser f(#y) # O.

Valem entdo as regras abaixo:

L. (f+8)(t) = f'(to) + &' (1),
2. (af) () = a'(ty) - f(to) + alto) - f'(to),
3..(f.8) () = (f'(t0), gto) ) + ( f(t0), &' (1) ),

’ _ {(f).f10))

as quais se provam simplesmente calculando em termos das coordenadas de
f e g.

Vimos no Exemplo 3 que, em cada ponto, o vetor-velocidade f'(¢) =
(—sent, cost) é perpendicular a f(t) = (cost,sent). A dltima das regras de
derivagdo acima, segundo a qual | f|" = ( f, f') /| f|, mostra que, mais geralmen-
te, se f: I — R" é um caminho diferencidvel com | f| constante (isto é, f(¢)
pertence a uma esfera de centro 0) entdo o vetor-velocidade f’(¢) é perpendicular
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a f(t), paratodo ¢t € I. Reciprocamente, se { f(¢), f'(t)) = O paratodo ¢t € [
entdo | f|" = 0, logo a fungdo real | f| : I — R é constante.

Vale também para caminhos diferencidveis f : I — R" o fato de que derivada
identicamente nula implica f constante. Isto pode ser visto diretamente ou a
partir do Teorema do Valor Médio, o qual assume, para caminhos, a forma de uma
desigualdade.

O Teorema do Valor Médio para fun¢des diferenciaveis f : [a, b] — R diz que
existe ¢, coma < ¢ < b, tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a). Tal igualdade
ndo vale sempre para caminhos f : I — R". Por exemplo, se considerarmos
f:10,27] — R2?, dado por f(t) = (cost,sent), temos f(2mw) — f(0) = 0
mas, como | f'(¢)| = 1 para todo ¢ € [0, 2r] ndo pode existir ¢ € [0, 2] tal que
fQ@m)— f(0) = f'(c)- 2 = 0).

Tem-se entretanto o seguinte importante resultado:

Teorema 1 (Desigualdade do Valor Médio). Seja f : [a, b] — R" um caminho,
diferencidvel no intervalo aberto (a, b), com | f'(t)| < M para todo t € (a, b).
Entdo | f(b) — f(a)| =M - (b — a).

Demonstracdo. Definamos ¢ : [a, b] — R pondo ¢(t) = ( f(t), f(b) — f(a)).
Entdo, pelo Teorema do Valor Médio (Vol. 1, pdg. 96), existe ¢ € (a, b) tal
que ¢(b) — @(a) = ¢'(c) - (b — a), pois ¢ é continua, derivdavel em (a, b), com

@'(t) = (f'(1), f(b)— f(a)). Mas p(b)—¢(a) = | f(b) — f(a)|*. Logo, usando
a desigualdade de Schwarz, temos:

1fB) = f@F = (f'©),fb)—f@)-(b-a)

< If'OIIf®) - f@]-b—-a)
< M-|f®b)- f@l-b-a).
Cancelando o fator | f(b) — f(a)|, vem | f(b) — f(a)| <M - (b — a). ]

Corolario 1. Se o caminho f : [a, b] — R" tem derivada nula em todos os pontos
de (a, b) entdo é constante.

Teorema 2 (Regra da Cadeia). Sejam ¢ : I — J diferencidvel no ponto a € 1
e f:J — R" em caminho diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo o caminho
foe: I — R"édiferencidvel no ponto a, com (f o ¢) (a) = ¢'(a) - f'(b).

Demonstragdo. Aplicar a Regra da Cadeia as fungdes-coordenada f; o ¢ do cami-
nho f o ¢. O

Exemplo4. Sejam f: R — R?e ¢: R — R, com f(t) = (cost,sent) e
@(t) = t2. Entdo o caminho fog : R — R2, dadopor (fop)(r) = (cos 2, sent?),
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tem vetor-velocidade ( f o @)/ (¢) = (=2t sent?, 2t cost?) = 2t - (— sen t?, cos t?),
multiplo escalar do vetor-velocidade de f no ponto ¢(t).

De um modo geral, a Regra da Cadeia diz que o caminho ¢t — f(¢(f)), cuja
imagem estd contida na imagem de f, tem, paracadat € I, vetor-velocidade igual
a um multiplo escalar do vetor-velocidade de f em @(¢). <

3 A integral de um caminho

Lembramos que uma particdo do intervalo [a, b] € um conjunto finito P = {ty <

Hh<---<ticomty=aety =b. Anormade P é o nimero |P| = max{s, —
ti—1;i = 1,...,k}. Diz-se que outra particdo Q refina P quando P C Q. Uma
particdo pontilhada € um par P* = (P,&)onde £ = {&,...,&}com¢t_| <& <
t,1<i<k.

Dados o caminho f : [a, b] — R" e uma parti¢do pontilhada P* = (P, &) de
la, b], a soma de Riemann de f associada a P* é definida como

k
DS PHY =D fENH — 1)
i=1

Diz-se que o vetor v € R" é o limite da soma de Riemann ) _(f; P*) quando
anorma de P tende a zero, e escreve-se v = \}’i|mo > (f; P*), para significar que,
—

dado arbitrariamente ¢ > 0, existe § > Otalque |P| <& = v — > _(f; P")| < &,
seja qual for a maneira de pontilhar P.

Vimos no Volume 1 (pags. 127 e 137) que se f : [a, b] — R é continua entdo
existe limpjo >_(f; P*) = fab f(t)dt. Dai resulta que, se [ : [a,b] — R" é
um caminho, existe o limite

b b
tim Srip = ([ aoar.... [ o).

Pomos, por definic¢do,

b
/a f@de= lim > (f; P").

Segue-se da propriedade correspondente para fungdes reais que

b b b
f [f (1) + Bg(D)]dl = o / Pyt + B f ¢(dt

Além disso, tem-se a importante desigualdade

b
/ f(t)dt

b
< / f(@)ldr
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a qual decorre do fato de que, para toda particao pontilhada P* tem-se

‘ > (P

pois a norma de uma soma € menor do que ou igual a soma das normas das parcelas.
Em particular, se | f ()] < M paratodo ¢t € [a, b] entdo

b
/ f)dt

Exemplo 5. Se f:[0,2nr] — R?e g:[0,1] — R? sdo dados por f(t) =
(cost,sent) e g(t) = (¢, 1%) ento [" f(1)dt = (0,0) e [ g(t)dt = (1/2,1/3).

<

<Y (fl; P7)

<M. (b—-a).

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo a cada uma das coordenadas do
caminho de classe C' f : [a, b] — R”", obtemos o seguinte

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Calculo para Caminhos). Se f: [a, b]
— R" é um caminho de classe C' entdo

b
/ f'dt = f(b) — f(a).

Daf resulta outra prova da Desigualdade do Valor Médio (no caso particular de
f e Ch), pois se | f'(t)] < M paratodo ¢ € [a, b] entdo

b
/ f/(t)dt

Exprimindo novamente a integral de um caminho em termos das integrais de
suas func¢des-coordenada resulta o Teorema de Mudanca de Varidvel seguinte
Se ¢ : [c,d] — [a, b] éde classe C' e f : [a, b] — R" é um caminho entdo

|f(b) = fla)| =

<M-(b-—a).

o(d) d
/ fdt = / fle®) - ¢'(t)dt .
@(c) c

Uma simples aplicacdo desta férmula nos permite enunciar o Teorema Funda-
mental do Célculo assim: se f : [a,a + h] — R" é um caminho de classe C'
entdo f(a+h) — f(@)=h- [y f'(a+th)dr.

Basta considerar ¢ : [0, 1] — [a,a + h] onde ¢(t) = a + th e notar que
@' (t) = h.

Um caminho f : I — R”" diz-se uniformemente diferencidvel quando, para
todo ¢ € I existe um vetor f’(¢) € R"” com a seguinte propriedade:
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Dado qualquer ¢ > 0, pode-se obter § > 0 tal que 0 < |h]| < §
et+h € I implicam |f(t+h)— f(t) — f'(t)-h| < e|h| para
qualquer ¢ € [.

A diferenca entre a diferenciabilidade uniforme e a diferenciabilidade pura e
simples situa-se no fato de que o nimero § > 0 depende apenas do ¢ > (0 dado,
mas ndo do ponto ¢ € I onde se toma a derivada f’(¢).

Teorema 4 (Diferenciabilidade Uniforme). Todo caminho f : [a, b] — R", de
classe C' no intervalo compacto [a, b), é uniformemente diferencidvel.

Demonstra¢do. Pela continuidade uniforme da derivada f’ : [a, b] — R”, dado
e > Oexisted > Otalque |k| < §et+h € [a, b]limplicam | f'(t + h) — f'(t)| < ¢
seja qual for ¢ € [a, b]. Observando que, parat € [a, b] fixo vale ftﬂrh f(tds =
f'(t)-h, o Teorema Fundamental do Calculonos dizqueO < |h| < Set+h € [a, b]
implicam

t+h
If(t+h)—f(t)—f/(t)-h|=f Lf'(s) — f'()lds| <e-|hl

para qualquer ¢ € [a, b], 0 que demonstra o teorema. O

Observacao. Vale a reciproca: todo caminho f : [a, b] — R” uniformemente
diferencidvel é de classe C'. (Vide “Curso de Anélise™’, vol. 1, pag. 218 e vol. 2,
pag. 88.)

4 Caminhos retificaveis

O comprimento de um caminho f : [a, b] — R", que definiremos a seguir, € a
medida da trajetdria percorrida pelo ponto f(¢) quando ¢ varia de a até b. Nao é o
comprimento da curva imagem de f, pois o ponto f (¢) pode percorrer essa mesma
curva de varios modos diferentes, dando origem a caminhos de comprimentos
diversos. Por exemplo, o segmento de reta que vai da origem ao ponto P = (1, 1)
do plano tem comprimento /2. O caminho f:[0,2] — R2?, definido por f(t) =
(2t — 12,2t — t?) tem por imagem esse segmento, porém o percorre duas vezes,
saindo de f(0) = (0, 0), indo até f(1) = (1, 1) e voltando até f(2) = (0, 0). Seu
comprimento &, como veremos, igual a 2+/2.

Dadoumcaminho f : [a, b] — R",cadaparticio P = {a =1t < --- <t = b}
de [a, b] determina uma poligonal inscrita na imagem de f, cujos vértices sdo
os pontos f(a), f(t1),..., f(ti—1), f(b). O comprimento dessa poligonal é o
nimero

k
I(f; PY =) 1) = ftl.

i=1
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Quando nao houver perigo de confusdo, escreveremos apenas [(P), em vez de
I(f: P).

Diz-se que o caminho f : [a,b] — R”" € retificdvel quando o conjunto dos
nimeros /(P), obtidos considerando-se todas as particdes P do intervalo [a, b],
forlimitado. Entao o supremo desse conjunto chama-se o comprimento do caminho
f, o0 qual é representado por [(f). Assim

I(f) =supl(f; P) =supl(P).
P P

Exemplo 6. Seja f : [0, 1] — R”" o caminho retilineo f(¢) = (1 —t)A +tB.
Para toda particdio P = {0 < t; < --- < f_; < 1} de [0, 1] tem-se

[(P)= Y _1f(t) = ftie)l = Y (6 —1i-)|B — A| = |B — Al
Assim, obviamente vale [(f) = |B — A]. <

Exemplo 7. Um caminho nao-retificivel f : [a, b] — R”" € aquele em que o
ponto f(¢) descreve uma trajetdria infinitamente longa no tempo finito » —a. Um
exemplo de tal situagiio é o caminho f : [0, 1] — R2, dado por f(t) = (¢, (1))
o qual percorre o grafico da fungdo ¢ : [0, 1] — R. Esta funcio tem, em cada

intervalo
n n+1
n+1"n+2

o grafico naforma de um tridngulo isdsceles de altura

1

. Alémdisso, ¢(1) = 0.
n+1 isso. ¢ (1)
Se considerarmos, para cada n € N, a parti¢do

n+1
P, =10,1/2,2/3,..., , 1
n+2
do intervalo [0, 1], veremos que [(P,) é a soma dos comprimentos dos lados incli-
nados dos n 4 1 primeiros tridngulos isosceles que formam o gréfico de ¢. Logo
[(P,) € maior do que a soma das alturas desses tridAngulos, ou seja,

(P > -4 b g —
n >— —_— e _—
2 3 n+1

Como a série harmonica € divergente, segue-se que o conjunto dos nimeros
[(P) associados ao caminho f € ilimitado, portanto f ndo é retificivel. O caminho
f tem comprimento infinito. <

Uma observagao simples, porém ttil, é a seguinte: se a particdo Q do intervalo
la, b] refina a particdo P entdo, dado o caminho f : [a, b] — R", tem-se [(P) <
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£(8))
£\
(N

Figura 3.

[(Q). Para ver isto, basta considerar o caso em que se obtém Q a partir de P
acrescentando-lhe um sé ponto ¢, pois cada refinamento de P pode ser pensado
como a repeticdo de um niimero finito desses acréscimos. Ora, se Q difere de P
pela adi¢do do unico ponto g, digamos com p;_; < g < pj, entdo

Q) —1(P)=1f(@) — fpi-DI+1fpj) — fF@l—1f(pj) — f(pj-D] =0
pois

lfpj) = fpj-Dl = 1f(pj) = fl@)+ flg) = f(pj-1)
1f(pj) = F@I+1f(q) = f(pj-DI.

IA

Como no caso da integral, dado um caminho f : [a, b)] — R” diremos que
o nimero real A € o limite de [(P) quando |P| tende a zero, e escreveremos

\Il’ilmO [(P) = A, para significar que, para todo ¢ > 0 dado, é possivel obter § > 0

tal que |P| < § implica [[(P) — A| < &.

Teorema 5. Se ul)ilrl)lol(P) = Aentdo A = SI}J)pl(P), ou seja, o caminho f : [a, b]
— R” ¢ retificavel e [(f) =

Demonstracdo. Se hm I(P) =A,éclaroque A < supl(P) Suponhamos, por
absurdo, que seja A < supl (P). Entdo existe uma partlgao Qptalque A < [(Qy).

Seja ¢ = 1(Qp) — A. Pela defini¢do do limite, podemos obter § > 0 tal que
|IPl<8§=>A—¢ <Il(P) <A+ e =1(Qp). Tomemos uma particdo qualquer
Py tal que | Py| < 6. A particdo P = Py U Q, por um lado cumpre | P| < §, logo
[(P) < I(Qy) e, por outro lado, refina Qg, logo [(Qp) < [(P). Esta contradi¢do
prova o teorema. O
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Observacao. Vale a reciproca: se f € retificavel, entdo [(f) = | 11>i\mol (P). (Vide
“Curso de Andlise”, vol. 2, pdg. 99.) Mas somente o teorema acima serd usado a

seguir.

Teorema 6. Todo caminho f :[a,b] — R"* de classe C' é retificivel e

1= [ 1f .

Demonstracdo. Para toda particdo P = {tp < t; < --- < t;} de [a, b], sejam
k k

2(P) = Y If' DIt — ti-1) e l(P) = Y |f(#) — f(ti—1)|. Sabemos que
i=1 i=1

\113i|m0 dY(P) = fab | f'(¢)|dt. E, pelo Teorema 4, para todo ¢ > 0 dado arbitrari-

amente, existe § > O tal que |P| < § implica f(¢;,) — f(t;i_1) = [f'(ti-1 + pi]
k

com || < = parai = L....k. Logo I(P) = Y If(t) = f(ti-)| =
—da i=1

k k
1) + pil(t; — ti—1), portanto | 3 (P) — I(P)] < X |pil(t; —tim1) < & sem-

i=1 i=1

pre que | P| < §. Como \Il’ilmO Y (P) = fab | f'(¢)|dt, resulta dai que |,13i‘mol(P) =
fab | £/(2)]. Pelo Teorema 5, concluimos que [(f) = fab | f/(t)|dt. O

Uma reparametrizagdo do caminho f : [a, b] — R”" é um caminho da forma
fogp:lc,d] > R" onde ¢ : [c,d] — [a,b] é uma fungdo de classe C' tal que
o(c) =a,p(d) =be¢ (u) > 0paratodou € [c, d]. Oteorema acima tem, como
conseqiiéncia imediata, o seguinte

Corolario 2. Um caminho de classe C', f : [a, b] — R", e qualquer sua repa-
rametrizacdo f o ¢ : [c,d] — R" tém o mesmo comprimento.

Com efeito, pelo Teorema,
b d
I(f) = /If’(t)ldtZ/ @'(u) - | f' ()| du

d d
_ /I(p’(u)~f’(<p(u))|du=/ (f 09 )] du=1(f o).

Para caminhos f : [a,b] — R" de classe C' com a propriedade adicional
de que f'(t) # 0 para todo t € [a, b] (chamados caminhos regulares), existe
uma reparametrizacio especial, “por comprimento de arco”, que apresentamos
agora. Dado um tal caminho f, digamos com /(f) = L, definimos a funcio
¢ : [a, b] — [0, L] pondo, para todo t € [a, b], ¢(t) = fot | f'w)|du = I(f |
[a, t]), comprimento do caminho f | [a, t], restricdo de f ao intervalo [a, ¢].



SECTION 4: CAMINHOS RETIFICAVEIS 43

A fung@o ¢ : [a, b] — [0, L], assim definida, é de classe C', com Q@) =
|f'(t)] > 0 para todo ¢t € [a,b], e p(a) = 0, ¢(b) = L. Logo é uma bijecdo
de [a, b] sobre [0, L], cuja inversa ¢! : [0, L] — [a, b] é também de classe C',

1 1

CERIRO]

>0

valendo, para todo s = ¢(¢) € [0, L], a férmula (@ H(s) =
(cfr. Vol. 1, pag. 92.)

Consideremos a reparametriza¢io g = f o ¢! : [0, L] — R" do caminho f.
Para todo s = ¢(¢) € [0, L] temos

(@)

/ _ -1 L —
() =(p ) (1) Ol

portanto |g'(s)| = 1.
Entdo, para todo s € [0, L], o comprimento do caminho restrito g | [0, s] tem
o valor

l<g|[o,s]>:f |g’<u>|du=/ du=s.
0 0

Por este motivo, g = f o ¢! chama-se a reparametrizacdo de f por compri-
mento de arco.

Observacao. A formula [(f) = fab | f(t)|dt é importante teoricamente mas, em
geral, é impraticdvel procurar calcular essa integral, a ndo ser numericamente ou
entdo em raros casos especialmente escolhidos, como f () = (1 — t)A + tb,
f(t) = (cost, sent) e outros.



Capitulo 3

Funcoes Reais de n Variaveis

1 Derivadas parciais

Seja f: U — R uma fun¢do definida no aberto U C R". Paracadai =1, ...,n,
a i-ésima derivada parcial de f no ponto a = (ay, ..., a,) € U é o nimero
8f . f(a+tel)_f(a) . f(ah"'sai+ts~"’an)_f(a)
—(a) = lim = lim ,
ox; t—0 t t—0 t

caso este limite exista. Como U € aberto, podemos achar§ > Otalquea+te; € U
paratodo ¢t € (—46, 8). Entdo estd bem definido o caminho retilineo A : (—§, §) —

0

U, M(t) = a + te;. A defini¢do acima diz que a—f(a) = (f o A)'(0) = derivada,
Xi

no ponto t = 0, da fungdoreal f oA : (—6,5) — R.

Observemos que df/dx; significa a derivada de f em relagdo a sua i-ésima
varidvel, seja qual for o nome que se atribua a ela. Assim

of _of _of
— = — = — etc.
8xi 8y, 8Zi

Uma notacgdo alternativa, que evitaria mal-entendidos, seria d; f. Preferimos a
notagdo tradicional df/dx; porque ela € conveniente quando se usa a regra da
cadeia.

Quando n = 2 ou n = 3, escrevemos (x, y) em vez de (xq, x2) e (x, y,z) em
vez de (xy, X2, x3). Assim, df/dx € a derivada parcial de f em relagdo a primeira
variavel, df/0dz é a terceira derivada parcial de f, etc.

Exemplo 1. Seja f : R? — Rdefinidapor f(x, y) = xy/(x>+y?) se x>+y? # 0
e f(0,0) =0. Como f(0,y) =0paratodo ye f(x,0) = 0 paratodo x, segue-se

que 8—(0, 0)=0e¢ 8—(0, 0) = 0. Entretanto a funcdo f é descontinua na origem
X y

44
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(0, 0). Com efeito, se chamarmos de 6 o dngulo que o vetor ndo-nulo v = (x, y)
forma com o eixo das abcissas, veremos que

Y

al . =cosf -senf.
Va2 4y x4y

fx,y) =

Logo, atribuindo diferentes valores a 8, podemos fazer com que f(x, y) tenha
limites diferentes quando (x, y) tende para (0, 0) ao longo do segmento x = ¢ cos 9,
y =t sen6, ou seja, quando t — 0. <

O exemplo acima mostra que a existéncia das n derivadas parciais no ponto a
ndo assegura a continuidade da funcdo f nesse ponto. Paracadai = 1,...,n,
a funcdo A(¢r) = f(a + te;) € essencialmente a restri¢do de f ao segmento (a —
de;, a+de;) dareta que passa pelo ponto a e é paralela ao i-€simo eixo coordenado

de R". A derivada parcial 8—(a) = (f o A)'(0) dd informagdo apenas sobre o
x.

comportamento de f ao longol desse intervalo. Em particular, a existéncia das n
derivadas parciais de f no ponto a implica que a restri¢do de f aos n intervalos
paralelos aos eixos, que se cortam no ponto a, é continua, embora ndo garanta a
continuidade de f : U — Rema.

Se df/0x; existe e € positiva em todos os pontos do segmento de reta [a —
de;, a + de;], paralelo ao i-ésimo eixo coordenado, entdo f € crescente ao longo
desse segmento: s < t = f(a + se;) < f(a +te;), desde que |s —al] < de
|t —a| < 4. Isto resulta imediatamente do resultado analogo para fungdes de uma
varidvel.

A nocio de derivada parcial também faz sentido para aplicagdes f : U — R”,

com U C R™ aberto. Sea € U, pde-se, paracadai = 1,...,m:
af . fla+te) — f(a)
——(a) = lim .
0X; t—0 t
Evidentemente, df/0x; ¢ um vetor de R". Se f = (f1, ..., f,) entdo
af af1 afn
B_xi(a) = (a—xl_(a)» cees ox; (@) ) .

Neste capitulo, porém, daremos prioridade as fungdes com valores numéricos.
Para elas tem sentido o vetor gradiente, conceito de forte apelo intuitivo, que
contribui para entendermos como cresce (ou decresce) f(x).
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2 Funcdes de classe C!

Seja f : U — Ruma fungao que possui as n derivadas parciais em todos os pontos
do aberto U C R". Ficam entio definidas n fun¢des
af af af af

U —> R, onde — : x—~ —(x).
0x1 0x, ox; ax;

Se estas fungdes forem continuas em U, diremos que f € uma funcdo de classe
C! e escreveremos f € C!.

Uma aplicagio f : U — R”, definida no aberto U C R”, diz-se de classe C'
quando cada uma de suas fun¢des-coordenada fi, ..., f, : U — Rédeclasse C'.

Muitas propriedades importantes das fungdes de classe C! resultam de serem
elas diferencidveis no sentido seguinte.

Uma fungdo f : U — R, definida no aberto U C R", diz-se diferencidvel no
ponto a € U quando cumpre as seguintes condigdes:

a 0
1. Existem as derivadas parciais —f(a), e, —f(a).
0x 0x,
2. Paratodov = (ay, ..., a,) talque a + v € U, tem-se
n
0
fla+v) = f@= )] a—f_-ai +r(v), onde lgm% =0.

i=1 !
Observacoes. 1. Acima, e sempre que fizermos consideracdes em torno de um

a a
ponto especifico a, escreveremos, por simplicidade, a—f em vez de a—f (a).
Xi X

2. A esséncia da definicdo da diferenciabilidade estd na condi¢do lin%) r()/|v]) =

0, pois a igualdade que define o “resto” r (v) pode ser escrita para qualquer fungao
que possua as n derivadas parciais.

r(v) r(v)

De lim —— = O resulta que lim (v) = O poisr(v) = | —= ] - |[v]. Segue-se
v—0 |l)| v—0 |U|

que liII(l) [f(a +v) — f(a)] = 0. Portanto, toda fun¢ado diferencidvel no ponto a é

continua nesse ponto.

Diremos que f : U — R é diferencidvel quando f for diferencidvel em todos
os pontos de U.

Quando n = 1, a fungdo f:U — R ¢ diferencidvel no ponto a se,
e somente se, possui derivada neste ponto pois, como podemos agora dividir por
veR,de f(a+v)— f(a) =df/dx - v+ r(v) resulta

@zi[f(aw)—f(a)_df }

[v] v E(a)
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— d
portanto lim m =0 <= lim flatv - f@) = —f
v—0 |l)| v—=0 v dx

(a).

Teorema 1. Toda funcio f : U — R de classe C' é diferencidvel.

Demonstragdo. Por simplicidade, suporemos U C R2?. O caso geral se trata
analogamente, apenas com uma notacao mais elaborada. Fixemos ¢ = (a, b) € U
e tomemos v = (h, k) talque c + v € U. Seja

r(v)=r(h,k)=f(a+h,b+k)—f(a,b)_%,h_%,k’

onde as derivadas sdo calculadas no ponto ¢ = (a, b). Podemos escrever

r(v) = fa+hb+k)—fa,b+k)+ fla,b+k)— f(a,b)

Pelo Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel real, existem 6y, 6, €
(0, 1) tais que

af af af

a
r(v)=—f(a+91h,b+k)-h+—(a,b+92k)-k——-h——-k,
ax ay ox ay
logo
r(v) of of h
— = | = 01h,b+k)— —(a,b) | ————
|v] |:8x(a+] + 6 8x(a )] /h2? ¥ k2
+[8f( b+ 6,k) 8f( b):|—k
_a’ ——a, .
dy by NEe

Quando v — 0 os termos dentro dos colchetes acima tendem a zero, pela conti-

nuidade das derivadas df/dx e df/dy. Além disso, os termos fora dos colchetes

tém valor absoluto < 1. Portanto lil% r(v)/|v| = 0 eentdo f € diferencidvel. [
v—>

Corolario 1. Toda funcdo de classe C' é continua.

As vezes, como na demonstracdo a seguir, € mais conveniente tomar p =
p(v) = r(v)/|v| e escrever p|v| em vez de r(v). Entdo a diferenciabilidade de f
se exprime como

n

a .
fatv—f@=3 " atplul, com limp=0.

i=1 L
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Teorema 2. Sejam U C R", V C R" abertos, f : U — V uma aplicacdo cujas
fungées-coordenada f1, ..., f, possuem derivadas parciais no ponto a € U, e
g : V. — Ruma funcdo diferencidvel no ponto b = f(a). Entdogo f : U — R
possui derivadas parciais no ponto a e vale

d(gof) _ Z":a_g_a_fk

,i=1,....,m,
0x; Ayr  0x;

k=1

onde as derivadas parciais relativas aos x; sdo calculadas no ponto a e as relativas
a yy sdo calculadas no ponto b = f(a).
Além disso, se f e g sdo ambas de classe C' entdo g o f € C'.

Observagao. No Capitulo 5 provaremos, mais geralmente, que se f e g forem
diferencidveis entdo g o f € diferencidvel.

Demonstragdo. Podemos escrever

ag
g(fla+te)) —g(fa) = Za— [fila + ter) = fi(a)]

+ o) - | fa+r1e) — f(a)l

onde, por simplicidade, escrevemos p(¢) em vez de p(v) com v = f(a + te;) —
f(a). A diferenciabilidade de g nos da lirr(l) p(t) = 0. Entdo
r—

n

g(fla+te)) —g(fl@) _ Z dg  fila +te) — fi(a)

! AL t
+ ()‘f(““"e)—f(a)
Logo
980 f) _ ., 8l latre)) - g(f(@) Xn: g of
ox; _kﬁo t - — ayk ax;i
pois
lim p(1) = O e lim | L4 1) = S@| _)\df ‘
= k—0 ¢ 8xl

O fato de que g o f € C! decorre da expressdo de d(g o f)/dx; em termos das
derivadas parciais de g e das fj, que sdo continuas. O
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O gradiente de uma funcio diferencidvel f : U — Rnopontoa € U é o vetor

a 0
grad f(a) = (a—j;(a),..., 8){ (a)) .

Se v é qualquer vetor de R”, a derivada direcional de f no ponto a, na direcio
de v é, por defini¢do,

of f(a+tv)—f(a).

%(a) = th_f)f(l) P

Estas defini¢cdes permitem enunciar os seguintes corolarios da Regra da Cadeia.

O primeiro deles mostra que, quando f ¢ diferencidvel no ponto a, a derivada
L d .

direcional — (a) existe em relacdo a qualquer vetor v, dd4 uma expressdao para

v
essa derivada em termos das derivadas parciais de f e das coordenadas de v e,

finalmente, mostra que, na definicao de —f(a), em vez do caminho retilineo ¢ +—

v
a + tv, pode-se usar qualquer caminho A : (—48,8) — U desde que se tenha
A(0) = a e A (0) = v. O Coroldrio 3 é, na realidade, um importante teorema.

Corolario 2. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R", coma € U. Da-
doovetorv = (ay,...,a,),sek : (—=8,8) — U équalquer caminho diferencidvel
tal que L(0) = a e M'(0) = v, tem-se

9 .9
(for)(0) = (grad f(a),v) = —f(a) = Z —f(a) Q.

v ‘ ox;
i=1
Basta aplicar diretamente a férmula

L 9f di
A = —_
(fO ) - 8x,~ dt

dA; )
observando que, para A(t) = (A1(?), ..., A,(?)), tem-se o; = W(O)' Notar ainda
d
que d—f(a) = (f o 1) (0) com A(¢) = a + tv, pois A'(0) = v.
v

Corolario 3 (Teorema do Valor Médio). Dada f : U — R diferencidvel no
aberto U C R", se o segmento de reta |a, a + v] estiver contido em U entdo existe
0 € (0, 1) tal que

fla+v)— f(a) = %(d—i—@v) = (grad f(a +60v),v)

= Z %(a—i-@v)-ai
8x,-

i=1
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ondev = (ay, ..., q,).

Com efeito, considerando o caminho retilineo A : [0, 1] — U, dado por A(t) =
a + tv, vemos que f(a+v) — f(a) = (f o A)(1) — (f o A)(0). Pelo Teorema
do Valor Médio para fungdes de uma variavel real, existe 6 € (0, 1) tal que (f o
A (D) — (f oA)(0) = (f o A)'(0). Pela Regra da Cadeia,

0 )
(fol)®) = Z a—)]:_(a—l—Qv)-a,- =%(a-l—@v):(gradf(a—i—@v),v).

Corolario 4. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R". Se o segmento de
reta [a, a +v] estiver contido em U e existir M > 0 tal que | grad f(a +tv)| < M
para todo t € [0, 1] entdo |f(a +v) — f(a)| <M - |v|.

Com efeito, pela desigualdade de Schwarz,
|f(a+v)— fa)| = [(grad f(a +6v),v)| < |grad f(a +0v)| [v| = M - |v].

Em particular, se U é convexo, f € diferencidvel e | grad f(x)| < M para todo
x € Uentdo | f(y) — f(x)] < M|x — y| quaisquer que sejam x, y € U.

Corolario 5. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R". Se U ¢ conexo e
grad f(x) = 0 para todo x € U entdo f é constante.

Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio (Corolario 3), f € constante ao longo
de todo segmento de reta contido em U. Ora, sendo o aberto U conexo, dois quais-
quer de seus pontos podem ser ligados por um caminho poligonal (justaposi¢do de
segmentos de reta) contido em U.

Dada f : U — R de classe C', o conjunto f~'(c) = {x € U; f(x) = c}é,
para todo ¢ € R, chamado o conjunto de nivel ¢ da fungdo f. Quando U C R”
e n = 2 esse conjunto é geralmente chamado a curva ou linha de nivel ¢ de
f, a qual é definida pela equacdo f(x,y) = c. Analogamente, quando n = 3,
o conjunto f~!(c), definido pela equacio f(x, y,z) = c costuma ser chamado a
superficie de nivel c dafuncio f. Deve-se observar porém que, para certas funcdes
especialmente escolhidas, tais conjuntos podem ser bem diferentes daquilo que se
imagina como uma curva ou uma superficie.

Mencionaremos a seguir algumas propriedades do gradiente. Elas justificam
a importancia desse vetor, o qual dd interessantes informagdes sobre o comporta-
mento da fungdo.

Para isto, fixaremos a € U e suporemos que grad f(a) # 0. Entdo:

1) O gradiente aponta para uma direcio segundo a qual a funcio € crescente;
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2) Dentre todas as dire¢des ao longo das quais a funcdo cresce, a dire¢do do
gradiente € a de crescimento mais rapido;

3) O gradiente de f no ponto a € ortogonal ao conjunto de nivel de f que passa
por a.

Vejamos o que significam estas afirmagdes.
Em primeiro lugar, pondo w = grad f(a) temos

af
S (@ = (grad f(@, w) = |grad f(@)]* > 0.

Isto quer dizer que se A : (—&,¢) — U étal que A € C',A0) =ae)(0) =
grad f(a)entdoafuncdor — f(A(¢)) tem derivada positivano pontot = 0. Logo,
diminuindo ¢ se necessdrio, f o A : (—¢, &) — R serd uma funcdo crescente. E
este o significado de ““ f cresce na direcdo do gradiente.”

qreds (x)

@)

Figura 1.

Como df/dv = (grad f, v), os vetores v que apontam para as direcdes ao
longo das quais f cresce s@o aqueles para os quais se tem ( grad f, v) > 0, isto &,
aqueles que formam um angulo agudo com grad f(a). Dizer que o crescimento
de f € mais rapido na dire¢do do gradiente significa o seguinte: se v € R” é tal
que |v| = | grad f(a)| entdo

9 9
f() f

—(a) < ——(a).
dv d(grad f(a))

Com efeito, pela desigualdade de Schwarz:

0
L@ = (md f@),v) = gad f@

_ 2o
= e f@F = 5@
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Esclarecamos agora a terceira das afirmacdes acima.

Dizer que w € R" é ortogonal ao conjunto de nivel f~!(c) significa que, dado
qualquer caminho A : (—e, &) — f~!(c), diferencidvel no ponto t = 0, com
A1(0) = a, tem-se (w, A’(0) ) = 0. Ora, A(t) € f~'(c) significa que f(A(t)) = c
para todo t € (—¢, ¢€), portanto f o A : (—&, &) — R é constante, igual a c, logo
(f oA)(0) =0, ou seja {grad f(a), ' (0)) =0.

Assim, grad f(a) é ortogonal ao vetor velocidade no ponto a = A(0) de qual-
quer caminho diferencidvel A contido no conjunto de nivel f~!(c).

Ficam portanto constatadas as trés propriedades do gradiente acima enunciadas.

Vejamos agora alguns exemplos simples.

Exemplo 2. Sejam f, g, h : R> — R definidas por f(x,y) = ax + by (com
a’>+b*> #0), g(x,y) = x>+ y>e h(x,y) = x> — y2. A linha de nivel c de f
¢ a reta definida pela equacdo ax + by = c¢. O vetor grad f(x, y) € constante:
grad f = (a, b) em qualquer ponto (x, y) € R?. Assim as linhas de nivel de f
sdo retas paralelas umas as outras, todas perpendiculares ao vetor v = (a, b).

O conjunto de nivel ¢ da fun¢io g(x, y) = x? + y? é vazio se ¢ < 0 e reduz-se
ao ponto 0 € R? quando ¢ = 0. Para ¢ > 0, a linha de nivel ¢ é a circunferéncia
de equacdo x> + y*> = c, cujo centro € a origem e cujo raio é /c. O gradiente de
g é grad g(x, y) = (2x, 2y), um vetor colinear com o raio, o que era de esperar
pois a tangente da circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de contacto.

A linha de nivel 0 da fun¢io i (x, y) = x> — y? é o par de retas perpendiculares
definidas pela equaciio x> — y? = 0, que equivalea“x +y =0oux —y = 0". Se
¢ > 0, x> — y? = ¢ define uma hipérbole cujo eixo é o eixo das abcissas; se ¢ < 0
a hipérbole x> — y? = ¢ tem como eixo o eixo das ordenadas. O gradiente de & é
o vetor grad h(x, y) = (2x, —2y). Atribuindo valores particulares a x e y, vemos
que este vetor € perpendicular a curva de nivel que passa em (x, y) e aponta na
direcdo de crescimento de 4. <

Chama-se ponto critico de uma fungao diferencidvel f : U — R um ponto
a € U tal que grad f(a) = 0.

A funcio f do Exemplo 2 ndo possui ponto critico. As fungdes g e 4 do mesmo
exemplo tém a origem como ponto critico. Nota-se em ambos 0s casos uma quebra
de regularidade na disposic@o das curvas de nivel quando se atinge um nivel em
que h4 ponto critico.

3 OTeorema de Schwarz

af
o (x)

em todo ponto x do aberto U C R". A j-ésima derivada parcial da fu?lgﬁo

a
Seja f : U — R uma func¢@o que possui as derivadas parciais a—f(x), cees
X1



SECTION 3: O TEOREMA DE SCHWARZ 53

ax +by=c \

(a, b)
% (i

(2x, 2y)

£

A

.

N
Tes ﬁ

/)

/_'

Figura 2.

af

—— : U — Rno ponto x € U serd indicada por

8x,~
2
= (L), gt

ijax,- axj 8x,~

Se essas derivadas parciais de segunda ordem existirem em cada ponto x € U,
2

teremos n? funcdes : U — R. Quando tais funcdes forem continuas,

0x jOX;
diremos que f é de classe C? e escreveremos f € C2.
Em geral, a mera existéncia das derivadas parciais de segunda ordem em todos
os pontos onde f estd definida ndo assegura que se tenha

*f  ¥f

ijax,- B 8x,~8xj ’

como se v€& no exemplo abaixo.

xy(x* = y%)

. quando x> +

Exemplo 3. Seja f : R? — R definida por f(x, y) =
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y2 #0e £(0,0) = 0. Paratodo y # 0 tem-se f(0, y) = 0, logo

2.2
—f(o y) = lim DACIR DN y(x2 y):_y'
X x—>0 x4+ y
Portanto
2 f d (of
0,0)=—|5=0,y))=-
dyox dy \ 0x
) ) 3 f 9 f 9 f
Um célculo andlogo mostra que (0,0) = 1. Logo (0,0) #£ (0,0).
oxady dxdy dyox

Em todo ponto x € U onde existem as derivadas parciais de segunda ordem
2

da fungdo f: U — R, os nimeros h;;(x) = (x) formam uma matriz

3)6,‘ 0x j
h(x) = [h ij (x)], chamada a matriz hessiana da funcdo f. O Teorema de Schwarz
afirma que se f é de classe C? entdo a matriz hessiana de f ¢ simétrica.

A demonstracdo do Teorema de Schwarz se baseia num resultado, atribuido a
Leibniz, segundo o qual é permitido derivar sob o sinal de integral, desde que o
resultado da derivagdo seja uma fun¢do continua. Por sua vez, a demonstraciao do
Teorema de Leibniz utiliza o lema abaixo, que poderia estar no Capitulo 1 mas é
colocado aqui para deixar claro como cada proposi¢do depende da anterior. <

Lema 1. Sejam X C R™ um conjunto arbitrdrio e K C R" compacto. Fixemos
xo € X. Se f: X x K — RP ¢ continua entdo, para todo ¢ > 0 dado, pode-se
obter 8§ > O tal que x € X e |x — xo| < 8 implicam | f (x,t) — f(x9, )| < &, seja
qual fort € K.

Demonstra¢do. Do contrdrio existiriam ¢ > 0 e seqiiéncias de pontos x; €
X et € K tais que |xp —xo| < 1/k e |f(xg, ) — f(xo,tx)| > €. Pas-
sando a uma subseqiiéncia, se necessdrio, podemos admitir que lim#; = ) €
K. Como, evidentemente, limx; = X, a continuidade de f nos daria ¢ <

lim | f (xx, 1) — f (xo0, t)| = | f (x0, o) — f (x0, fo)|, uma contradigdo. 0

Teorema 3 (Derivacao sob o sinal de integral). Dado U C R" aberto, seja
0

f 1 U x |a, b] continua, tal que a i-ésima derivada parcial a—f(x, t) existe para
x.

todo ponto (x,t) € U x|a, b] eafuncdodf/ox; : U x[a, b] — ZR, assim definida,
é continua. Entdo afuncdoq : U — R, dadapor(p(x) fb f(x, t)dt possuiai-

ésima derivada parcial em cadaponto x € U, sendo —( )= f x,t)dt. Em

suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o mtegrando resultante
seja uma fungdo continua.
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Demonstrag¢do. Pelo Teorema do Valor Médio para funcdes de uma varidvel, se x
e x + se; pertencem a U entdo existe 8 € (0, 1) tal que

N b
p(x 4 sei) —o(x) _f %(x,t)dt
a axi

s
b A
=f [f(x+sel,t) [0 _ﬁ(m)]dt
; s 0x;
b
:f [E(x—l—ese,-,t)—%(x,t)} dt .
a 3)Cl' 8Xi

Pelo Lema, dado ¢ > 0 arbitrariamente, podemos achar § > 0 tal que

<—7

a 0
Is|] <6 = ‘—f(x + Ose;, t) — —f(x, 1)
Bx,- Xi

a b—a
seja qual for ¢ € [a, b]. Entdo |s| < é implica
‘so(x+sei)—so(x) " nal < s
s ¢ 0X;
0 que demonstra o teorema. O
% f B 0% f

Teorema 4 (Schwarz). Se f : U — R é de classe C? entdo = .
axiaxj 8)6]' 8x,-

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade, podemos supor que U = [ x J é um
retingulo em R2. Fixando b € J, o Teorema Fundamental do Célculo nos diz que,
para todo (x, y) € U, tem-se

y

£ y) =f(x,b)+/ 8—f(x,l)dt.
p 0Y

Como 9% f/dxdy é continua, podemos derivar sob o sinal de integral, logo

of _df Yot
a(x,y)—a(x,b)—l-/b 8)63_)7

(x, t)dr .

Em seguida, derivamos em relag¢do a y e obtemos

3% f 0% f
(x,y) =
dyodx dxay

(x,y). O
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Mais geralmente, para cada inteiro k > 1, podemos considerar as derivadas
parciais de ordem k de uma funcdo f : U — R, definida no aberto U C R". Por
exemplo, para

0° a 92
1<i,j,k<n, —f(a) significa — f (a).
0x;0x;0xy 0x; \ 0x;0x;
Como toda permutacdo dos indices iy, . . ., iy pode ser obtida por meio de repetidas
inversdes de indices adjacentes, segue-se do Teorema de Schwarz que a derivada
de ordem k

ok f

ax,-l 8.Xi2 . axik

(@)

nao depende da ordem em que sao feitas as derivacdes, desde que todas as derivadas
de ordem k de f existam e sejam continuas.

Uma funcdo f : U — R que possui, em cada ponto de U, todas as derivadas
parciais de ordem k, as quais sdo fungdes continuas em U, chama-se uma funcdo de
classe C*. Escreve-se entio f e C*. Quando f e Ck paratodok =1,2,3,...,
diz-se que f € uma funcdo de classe C*.

4 A férmula de Taylor

A férmula de Taylor, que estabeleceremos aqui em sua versao restrita aos termos
de até segunda ordem, é fundamental para o estudo do comportamento de uma
funcdo de classe C? na proximidade de um ponto critico. Ela se baseia no lema
abaixo.

Lema 2. Sejar: B — R de classe C* na bola aberta B C R", de centro 0.

or 0°r . o .
Ser(0) = —(0) = (0) = 0 para quaisquer i, j = 1,...,n, entdo
8x,~ Bxiaxj
tim " — .
v—0 |v|

Demonstragdo. Sendo r : B — R uma funcio de classe C! (portanto diferen-

cidvel) que se anula, juntamente com todas as suas derivadas dr/dx;, no ponto

v = 0, segue-se da defini¢do de fungdo diferencidvel que linz) r(v)/|v| = 0. Pelo
v—>

Teorema do Valor Médio (Corolario 3 do Teorema 2), paracadav = («y, ..., ®,) €
Bexisteftalque0) <6 < le

r() = Z %(GU)'OQ, 10g0m— Z 7 (V) @

7 =
i=1 |U| i=1

vl ol
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Como cada derivada parcial dr/dx; se anula, juntamente com todas as suas deri-
vadas 8°r/dx j0x;, no ponto 0, resulta da nossa observacao inicial que

9
lim [—r(ev)/ |v|:| —0 paratodo i =1,...,n
v—>0 axi

Além disso, cada quociente ¢; / |v| tem valor absoluto < 1. Por conseguinte

o :
v—0 |v|

Teorema 5 (Férmula de Taylor). Seja f : U — R de classe C? no aberto U C

R". Fixado a € U, para todo v = (ay,...,a,) € R" tal que a +v € U,
escrevamos
" of 1 <« 9*f
a+v)— fla) = — o+ = -aia; +r(v),
fla+v) = f(a) ; dx; 2 ”2::1 oxiox; 7 (v)
r(v)
as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entdo 11n}) e =0.
v—> v

Demonstracdo. De acordo com o Lema, devemos demonstrar que

r) = fla+v) - f(@) - Z% — Z

i=1 ijj=1

c Qi
8x,8x]

se anula, juntamente com suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem, no
ponto v = 0.

Para fazer o cédlculo, comecamos lembrando que, na expressdo de r(v), as
varidveis independentes sdo as coordenadas o, .. ., ¢, de v. E em relacdo a elas
que as derivadas parciais de » devem ser tomadas, embora continuemos escrevendo
dr/ox; e 0%r/dx;0x ;. Observemos também que, no somatorio duplo que ocorre
na defini¢do de r (v), cada par de varidveis «;, ; aparece em duas parcelas iguais,

0% f % f .
a saber, —— -«aju; e a;a ;. Levando isto em conta, temos:
ij ax,- axiaxj
of f —~ 0f

ax] ") = ox, (a+v) ( ) 12: Dxiox, (@) - o

Derivando outra vez, vem:
3%r % f % f
() = (@+v) - ———(@.

0x;0x; 0x;0x; 0x;0x;
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82
Conseqiientemente 7(0) = 0, —(0) = 0 e f
8)6,' 8xi8xj

i,j=1,...,n. O

(0) = 0 para quaisquer

Observacao. Se pusermos p(v) = % quando v # 0 e p(0) = 0, a férmula de
v

Taylor se escreve assim:
n

. 8f 1
fla+v) — f(a) = i+ =
X o ts X g

1

‘i + p () - o)
onde lim p(v) = 0.
v—0

5 Pontos criticos

Uma forma quadrdtica H: — R" — R é uma fun¢@o cujo valor no vetor
n
v=(a,...,0,) € Y. hija;a, onde [h;;] € uma matriz simétrica n x n. O valor
i, j=1
da forma quadratica H no vetor v serd indicado com a notacdo H - v°. Portanto

n
2
H. v = E hija;aj quando v = (a,...,q,).
ij=1

Set € Rentio H - (tv)> =12 H - v%.

A forma quadritica H chama-se ndo-negativa quando H - v> > 0 para todo
v € R?, positiva quando H - v*> > 0 para todo v # 0 em R” e indefinida quando
existem v, w € R” tais que H -v?> > 0e H -w? < 0. De modo andlogo se definem
forma quadrética negativa e ndo-positiva. Quando H é positiva ou negativa, diz-se
que ela é definida.

Exemplo 4. A forma quadratica H : R” — R, onde H - v? = (v,v),é positiva.
Como (v, v) = & + - -+ a2, amatriz de H € aidentidade. Para todo k € [1, n],
H-v=aol+ -+ ot,% € uma forma quadratica ndo-negativa em R”. Por outro

lado, sepusermosH-v2 :a%+-‘-+a,%—a,f+l —--~—ozﬁ com0 < k < n,
teremos uma forma quadratica indefinida. Evidentemente, se H é positiva (respect.
ndo-negativa) entdo — H ¢ negativa (respect. ndo-positiva). <

Seja H : R" — R uma forma quadratica cuja matriz € [h;;].

Se chamarmos de Hy : R” — R”" o operador linear qua matriz na base canonica
de R" € também [h;;], vemos imediatamente que H - v>=(Hy-v,v) para todo
v € R". Como a matriz [h;;] do operador Hj na base candnica € simétrica, Hy €



SECTION 5: PONTOS CRITICOS 59

auto-adjunto. Reciprocamente, para qualquer operador auto-adjunto Hp : R" —
R", afungio H : R" — R, dadapor H -v> = ( Hy-v, v ), é uma forma quadritica.
Quando H ¢ definida, o operador Hy ¢ invertivel pois ( Hy - v, v) # 0 para todo
v# 0= Hy- v #0paratodov # 0.

Dadaafuncdo f : U — R, declasse C?noaberto U C R", aforma quadrdtica

82
hessiana H (x) de f noponto x € U € aquela cuja matriz € [h;;] = [8 af (x)}.

Xi0X;
Assim, paratodo v = (1, ..., a,) € R", tem-se

2 N 0
H(v) - v? = i; T, ) - aiat; .
A forma hessiana ¢ usada para determinar a natureza dos pontos criticos da
funcdo f.

Diz-se que a € U é um ponto de mdximo local da fungdo f : U — R quando
existe § > O tal que f(x) < f(a) paratodo x € U N B(a; §). Analogamente se
define um ponto de minimo local. Um ponto a, de maximo (ou de minimo) local
de uma funcgdo diferencidvel f, € um ponto critico de f. Com efeito, para todo
i=1,...,n,sedé > 0ésuficientemente pequeno entdo a fungdo ¢ : (-4, ) — R,
dada por ¢(t) = f(a + te;), estd bem definida e possui um méaximo (ou minimo)

0
local no ponto t = 0. Logo 0 = ¢’(0) = a—f(a), i=1,...,n.
Xi

Exemplo 5. A origem 0 € R? é ponto critico das trés funcdes f, g, h : R*> — R,
definidas por f(x, y) = x>+ y%, g(x,y) = —x> — y? e h(x,y) = x> — y%. Para
f,aorigem € um ponto de maximo, para g de minimo e para 4 ndo € maximo nem
minimo pois em qualquer disco de centro 0 a func¢do s assume valores maiores e
menores do que 0 = Ak (0, 0). <

Teorema 6. Seja a € U um ponto critico da funcdo f : U — R, de classe C2.

a) Se a forma quadrdtica hessiana H(a) for positiva entdo a é um ponto de
minimo local de f.

b) Se H (a) for negativa entdo a é um ponto de mdximo local.

¢) Se H (a) for indefinida, entdo a ndo é ponto de mdximo nem de minimo local
de f.

Demonstracdo. a) Por simplicidade, escrevemos H em vez de H (a). Pelo Teore-
ma de Weierstrass, a func¢do continua positiva H assume um valor minimo 2¢ > 0
no conjunto compacto S"~!. Noutras palavras, existe ¢ > 0 tal que H - u?> > 2c
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para todo vetor u € R" com |u| = 1. Como a é um ponto critico de f, a férmula
de Taylor se resume a

f(a+v)—f(a):%H-v2+p(v)|v|2 com  lim p(v) =0.

Como v / |[v| é um vetor unitario (pertencente a $"~!), temos

1 2 2 2
—H"Uz:ﬁH' L Zﬁ.2c=|v|2.6.
2 2 v 2

Portanto f(a 4+ v) — f(a) > |v|*(c + p(V)).

Pela definicao de limite, existe § > Otalquea+v € U e0 < |v| < § implicam
|p(v)|] < c e conseqiientemente ¢ + p(v) > 0. Logo f(a + v) — f(a) > 0, isto
é, f(a) < f(a+v)paratodovtalquea+v e Uel < |v|] <§. Assim, a € um
ponto de minimo local para f.

b) Segue as mesmas linhas do caso anterior.

c¢) Dado v € R", tem-se a + tv € U para todo ¢ suficientemente pequeno.
Entdo, lembrando que H - (tv)> =t - H - v*, temos

fla+tv)— fl@ =1 [H-v*+p@tv)], com }irr(l)p(tv):O.

Segue-se, como acima, que para todo ¢ suficientemente pequeno, f(a+tv)— f(a)
tem o mesmo sinal que H - v>. Assim, se H €& indefinida, com H - v> > O e
H - w? < 0, em qualquer bola de centro a existem pontos a + tv e a + tw tais
que f(a +1tv) > f(a)e f(a+tw) < f(a). Portanto f ndo tem maximo nem
minimo local do ponto a. 0

Corolario 6. Se a funcdo f : U — R, de classe C?, possui um minimo (respect.
mdximo) local no ponto a € U entdo a forma quadrdtica hessiana de f é ndo-
negativa (respect. ndo-positiva) nesse ponto.

Com efeito, se fosse H-v(z) < Oparaalgumvy € R", terfamos f (a+tvy) < f(a)
paratodo ¢ suficientemente pequeno, e entdo a nao seria um ponto de minimo local.
Mesmo argumento para médximo local. 0

Exemplo 6. Pela demonstracdo acima, vé-se que quando a forma quadratica hes-
siana € positiva (respect. negativa) no ponto a entdo a é um ponto de minimo
(respect. maximo) local estrito, isto é, numa pequena bola de centro a ndo ha
outros pontos x com f(x) = f(a). Por exemplo, a origem € um ponto de minimo
estrito da funcdo f(x, y) = x>+ y? mas todos os pontos (x, 0) do eixo das abcissas
s30 pontos de minimo nao-estritos da fungio g(x, y) = y?. (O dominio de ambas
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as fungdes f, g é R%.) A forma hessianade f naorigem de R? é H -v> = 2a> +28°
se v = (a, B) enquanto a de g é K - v2 = 2. Vemos que H é positiva e K é
apenas ndo-negativa. J4 a forma hessiana da funcdo 4 (x, y) = x> — y? na origem
é L -v?> =2a? — 282, que é indefinida. Por isso a origem é um ponto critico que
nio € miximo nem minimo local (ponto de sela). <

Exemplo 7. Poder-se-ia indagar se vale a reciproca do corolario acima. A resposta
é negativa. A funcio f : R> — R, dada por f(x,y) = x> + y> tem a origem de
R? como ponto critico, no qual a forma hessiana é H - v> = 2a?, para v = («, f).
A forma H ¢é ndo-negativa porém a origem ndo é um ponto de minimo
local de f. <

Neste ponto, cabe a pergunta: de que modo podemos determinar se uma dada
forma quadratica é positiva, negativa, etc? O método de completar o quadrado,
devido a Lagrange, responde a questdo. Este método, que se baseia na observagdo
ébvia de que a® + 2ab = (a + b)> — b?, consiste em efetuar sucessivas mudancas
de varidveis, visando eliminar, na expressdo da forma quadritica H, os termos
como xy, Xz, yz, etc, deixando apenas parcelas do tipo x2, y?, 7% etc.

Os exemplos a seguir ilustram o método de completar os quadrados.

Exemplo 8. Sejaaformaquadritica H (x, y) = x*>—xy+y?emR?. Completando
o quadrado, temos

2
x2—xy=x2—2x-§=(x——) —

Logo

2

2 2 3

H(x,y)z(x—z) —y——l—yzz(x—z) + =32
2 4

Portanto H(x, y) = s> +t?>coms = x —y/2et = /3/2-y. Assim, a forma H ¢é

positiva. O mesmo processo, aplicado a forma K, onde K (x, y) = x> + 3xy + y?

nos da

2
K(x,y) +3 4 2492
X, =X ~ - )
y 2)’ 4)’ y

ou seja,

y.

3Y 5 p 3 V3
y =5 —t
2 2 2

K(x,y):(x—i——y 1 com s=x+-y e t=

Portanto a forma K ¢ indefinida. <
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Exemplo 9. Seja em R? a forma quadrdtica H (x, y, z) = x> + y> + 22 + 3xy +
3xz + 4yz. Agrupando os termos que contém x, temos:

3 3 29
x> 43xy +3xz = x2+2x~§(y+z)=[x+§(y+z)] —Z(y+z)2

9 9 9 3
= 2=y’ =272~ Zyz, com s=x+-(y+2).

4 4 2 2
Logo
9 9 9
H(x,y,2) = 4y +22—-y?— 72— Zyz+4yz
4 4 2
5 5 1
= 222 22"y

4 4 2

Agrupando os termos que contém y:

SICS SURNL SN DI N S 2+1 s
4)’ 2}’2 = 4 y SyZ =7 y Z 202
5t2+1 9 . +1
= — — com = -Z.
4" T20° Y5t
Portanto:
5 1 5 5 6
Hx,y.2) =52 =224 —2 22 =g _2p2_22
(x,y,2)=s 2 +20z 4z s 2 SZ

Concluimos entdo que a forma quadrética H € indefinida. Com efeito, para z = 0
temos

2
Hiry. 0 =5 — 22 = (x4 2y) =202
4 2 4

Logo H (x,0,0) = x> e, em particular, H (1,0,0) = 1, enquanto
H (-3/2,1,0) = —5/4. <

6 Funcodes convexas

Seja C C R"” um conjunto convexo. Uma fungdo f : C — R chama-se convexa
quando, para quaisquer x, y € C et € [0, 1], tem-se

fCd=Dx+1y) == f@x)+1f(y).
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Alternativamente: f é convexa quando, paraquaisquerx,y € Cec, 8 € [0, 1]
coma + B =1,tem-se f(ax + By) <a-f(x)+ B-f(y).

Diz-se que f: C — R é concava quando — f é convexa. Isto equivale a
dizer que, para quaisquer x,y € Cet € [0,1] tem-se f((1 —t)x +ty) >
(1 —=1)f(x) +tf(y). Todos os resultados a seguir estabelecidos para fungdes
convexas valem, com as 6bvias modificacdes, para funcdes concavas.

A combinagio linear «j v + - - - + o, v; chama-se uma combinacdo convexa de
v,..., 0 € R"quandoo; + -+, =lew; >0parai =1,...,k.

Teorema 7. Se C € R" ¢ convexo e vy,...,v, € C entdo toda combinagdo
convexa ojvy + - - - + o vg pertence a C. Além disso, se f : C — R é uma funcdo
convexa, tem-se

k k
f Zaivi < Zai‘f(vi)-

i=1 i=1

Demonstracdo. Para k = 1 € 6bvio e para k = 2 segue-se da defini¢do de
conjunto convexo que a combinagdo convexa de k elementos de C ainda pertence
a C. Supondo este fato verdadeiro para um certo k, escrevamos uma combinac¢io
convexa dos elementos vy, ..., vy € C sob a forma

k+1

k
E oV = E V] + Oy Vet -

i=1 i=1

Sem perda de generalidade, podemos admitir que o ; 7 1. Entdo, pondo o =
k
> o, temos a1 = 1 — o e @ # 0. Pela hipétese de indugido, levando em conta
i=1
k o; k o;
que > — =1, vemos que v = »_ —u; pertence a C. Logo
i=1 ¢ i=1

k
E aiv; =av+ (1 —a)vgy € C,  pois C é convexo .
i=1

A segunda parte também se prova por indug¢do, pois

k+1

i E av | = f E QV; + Qg1 V41
im1 ;

i=1

a<
= f a-z v+ (1 — o) Ve

i=1
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IA

k
o f ( > %w) + (1 —a) f(0s1)
i=1

k+1

FO) (=) foa) =) aif(). O

i=1

IA
RI|R

k
@)
i=1

Teorema 8. Seja C C R”" convexo. A fim de que a funcdo f: C — R se-
Jja convexa, é necessdrio e suficiente que, para quaisquer a,b € C, a funcdo
¢ : [0, 1] = R, definida por ¢(t) = f(a + tv), v = b — a, seja convexa.

Equivalentemente: f : C — R é convexa se, e somente se, sua restri¢cdo a
qualquer segmento de reta [a, b] C C € convexa.

Demonstragdo. Se f é convexa entdo, para s, ¢, a € [0, 1] temos
p(d—w)s+ar) = fla+[d—a)s+at]v)
= fl[Ad—a)-(@+sv)+a-(a+1tv)]
< (-a)f(a+sv)+af(a+tv)

= (I =a)e(s) +ap@)

logo ¢ é convexa.
Reciprocamente se todas as fungdes ¢, definidas do modo acima, sdo convexas
entdo, dados x, y € Ce o € [0, 1], pomos ¢(t) = f(x +t(y — x)) e temos:

f(—ax+ay) = flx+a@y—x))=9@)=¢(l—a) 0+a-1)
= I-)- 9O +a-po()=0-a) f(x)+a- f(y),
portanto f é convexa. O

Como aplicacdo do Teorema 8, mostremos que se f : U — R é uma fungéo
convexa e o conjunto convexo U C R”" € aberto entdo, para cada a € U, existe a
derivada de Gateaux

af fla+1t) - f(a)

— = lim
ov+ (@) 1—0+ t

Com efeito, a fungdo ¢ : [0, 1] — R, definida por ¢(¢) = f(a + tv) é convexa,
portanto existe a derivada a direita ¢/, (0) (veja Vol. 1, pidg. 106). Mas, como se

af
é facilmente, ¢/, (0) = ——(a).
vé facilmente, ¢’ (0) 8v+(a)
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Daf se conclui, como no Vol. 1, que toda fun¢do convexa definida num subcon-
junto aberto de R € continua. Este resultado continua vilido em R” comn > 1 (ver
Apéndice deste capitulo) porém nio decorre da existéncia da derivada de Gateaux,
pois uma fun¢@o em R” pode ser continua ao longo de cada reta que passa por um
ponto a sem que seja necessariamente continua nesse ponto.

Teorema 9. Seja f : U — R definida no aberto convexo U C R". Entdo:

a) O conjunto E(f) = {(x,y) € U xR;y > f(x)} C R*!, chamado o
epigrdfico de f, é convexo se, e somente se, f é convexa.

b) Supondo-a de classe C', a funcdo f é convexa se, e somente se, para a, a +
v € U quaisquer, tem-se

fla+v) > f(a)+ (grad f(a),v).

¢) Quando é de classe C?, a funcdo f é convexa se, e somente se, sua forma
quadrdtica hessiana é ndo-negativa em todos os pontos de U.

Demonstracdo. (a) Seja E(f) convexo. Para mostrar que f € convexa, tomamos
x,x" € Uea € [0, 1]. Entdo (x, f(x)) e (x', f(x)) pertencem a E(f), portanto
((1 —axtax,(l—a)  f(x)+a- f(x/)) € E(f). Isto significaque (1 — ) -
f)4+a-f&x) = f [(1 —a)x + ax’], logo f é convexa. Reciprocamente,
supondo f convexa, sejam z = (x, y), x'(x’, y") pontos em E(f) e a € [0, 1].
Entdioy > f(x)ey' > f(x)edai (1 —a)y+ay > (1 —a) f(x)+a- f(x) >
f ((1 —a)x + ax’ ), a dltima desigualdade devendo-se a convexidade de f. Logo
(1 —a)z+az = ((1 —a)x +ax/, (1 —a)y + ay’) pertence a E(f), ou seja,
E(f) € um conjunto convexo.

(b) Suponhamos f : U — R convexa, de classe C'. Pelo Teorema 8, se a e
a+v pertencem a U entdo afungdo ¢ : [0, 1] — R, definidapor ¢(¢) = f(a+1tv),
é convexa. Portanto (v. Teorema 4, pag. 106, vol. 1) tem-se ¢ (1) > ¢(0) + ¢'(0).
Mas ¢(1) = f(a+v), 9(0) = f(a)e¢'(0) = (grad f(a),v). Logo f(a+v) >
f(a) + (grad f(a), v). Reciprocamente, suponhamos que esta igualdade valha
para quaisquer a,a + v € U. Entdo, pondo ¢(f) = f(a + tv), temos uma
fungdo ¢ : [0, 1] — R tal que ¢'(t) = (grad f(a + tv), v) para todo ¢ € [0, 1].
Ora, pela hipétese admitida sobre f, para quaisquer ¢, fy € [0, 1], f(a + tv) =
fla+tyv+ (@ —ty)v) = f(a+thv + sv),com s =t — 1y, logo

fla+tv) > f(a+tyv)+ (grad f(a + tov), sv)

= f(a+1tv)+ (grad f(a +tov), v)( — o)
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o que pode ser lido como ¢(t) > @(ty) + ¢’ (ty) (t — to). Pelo Teorema 4, pag. 106,
Volume 1, a funcdo ¢ é convexa. O Teorema 8, acima, assegura entdo que f é
convexa.

(c) Novamente, usamos o Teorema 8 acima, o qual permite reduzir a questio
ao caso de uma funcdo de uma varidvel, e entdo recaimos outra vez no Teorema
4 da pag. 106 do Volume 1. Com efeito, pondo ¢(t) = f(x + tv), com v =
(a1, ...,q,), temos

n n 2

o=y g—f(x)ai e ¢')= )

i=1 ! ij=1

bxox, (Naja; = H(x) - v2.

Temos portanto as seguintes equivaléncias: H (x) é nao-negativa para todo x €
U < ¢"(t) = 0 para quaisquer x,x +v € U et € [0, 1] < todas as fun¢des
@ do tipo ¢(t) = f(x + tv) sdo convexas <= f : U — R é convexa. O

Corolario 7. Todo ponto critico a de uma fungdo convexa f : U — R de classe
C' é um ponto de minimo global, isto é, f(x) > f(a) para todo x € U.

Apéndice: Continuidade das funcdes convexas

Teorema 10. Seja U C R" um aberto convexo. Toda fungdo convexa f : U — R
é continua.

A demonstrag@o do Teorema 10 se baseia nos dois lemas abaixo.

n
Lema 3. Todo ponto de um bloco retangular B = [] [a;, b;] é uma combinagdo
i=1
convexa dos vértices desse bloco.

Demonstra¢do: (Por inducdo). Isto é 6bvio paran = 1. Sejan > 1. Os vértices
n

do bloco B sdo os 2" elementos do conjunto [] {a;, b;}, 0s quais denotaremos
i=1
por v; ou v; conforme sua tltima coordenada seja da forma a; ou by. Um ponto
arbitrdrio do bloco B pode ser escrito como p = (x,y), onde y € [a,, b,] e x
n
pertence ao bloco B’ = [] [a;, b;], de dimensdo n — 1. Pela hipdtese de indugio,
i=1
x = ) oju; é combinagdo convexa dos vértices u; € B’. Os vértices de B
sdov; = (u;,a,) e v; = (u;, b,). Pondo py = (x,a,) e p1 = (x, b,), temos
po= ajuvijep; =y a;v;(jique ) «; = 1). Alémdisso,y = (1—1)a,+1b,,
com
f = Yy —ay ’
b, —a,
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logo

p=0=0po+ipi=) (I —najv;+ ) 1a;7,
0 que exprime o ponto arbitrdrio p do bloco B como combinacido convexa dos
vértices de B. O

Lema 4. Toda funcdo convexa f : U — R, definida num aberto convexoU C R",
é localmente majorada por uma constante.
n

Demonstragdo. Seja A = [](a;, b;) o interior de um bloco retangular contido em
i=1

U. Seindicarmos com w, j_= 1,...,2", os vértices de A teremos, paracada x €

A, x =) ojw; logo, pela convexidade de f, f(x) < Y «; - f(w;) < M, onde

M = max {f(w;)}. L]
J

Demonstracdo do Teorema 10. Para simplificar a escrita, a fim de provar a con-
tinuidade de f no ponto arbitrdrio a € U, podemos admitir que a = 0 e que
f(0) = 0, pois o conjunto Uy = {x € R";a — x € U} é aberto, contém 0 e a
fungdo g : Uy — R, definida por g(x) = f(a — x) — f(a), campre g(0) = 0, é
convexa e é continua no ponto 0 se, e somente se, f € continua no ponto a. Pelo
Lema4, existemc > 0e M > Otaisque |[x| < c = f(x) < M. Sejadado ¢ > 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢ < M. A convexidade de f nos
permite afirmar que

logo

ec
Tomando § = w vemos que

ec
M

M £ M
0 = f(o):f(M—l-sx—i_M—i-s(_?x))

M £ M
M—Hf<x>+M—+e'f<—:X> |

M
|x] < = |—x
e

M
<c:f(?x>§M:f(x)§8.

Além disso,

A
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Simplificando, vem M - f(x) +¢ - f(—Mx/e) > 0, donde:
FO) = o (—f(=Mx/e) =+ (=M) = —¢.

Em resumo: |x| < ce/M = —¢ < f(x) < ¢, logo f ¢é continua no
ponto 0. O



Capitulo 4

Funcoes Implicitas

1 Uma funcéao implicita

Os pontos de R"*! serdo escritos sob a forma (x, y), onde x = (x1, ..., x,,) € R”
e y € R. O teorema abaixo dé significado preciso a afirmagdo de que “a equag@o
f(x,y) = cdefine implicitamente y como funcio de x” e estabelece uma condi¢io
suficiente para que ela seja verdadeira.

Teorema 1 (Teorema da Funcio Implicita). Dada a funcdo f: U — R, de
classe C*(k > 1) no aberto U C R""!, seja (xq, yo) € U tal que f(xq, yo) = ¢

0
e a—f(xo, vo) # 0. Existem uma bola B = B(xy; §) e um intervalo J = (yy —
y

&, Yo + €) com as seguintes propriedades:

- 0 -
1) BxJCUea—f(x,y)#Oparatodo(x,y)eBxJ;
y

2) Para todo x € B existe um vnico y = &(x) € J tal que f(x,y) =

fx, §(x)) =c.

A funcdo & © B — J, assim definida, é de classe C* e suas derivadas parciais
em cada ponto x € B sdo dadas por

dE —2L(x,&(x))
) =
9x; o (6, E(0)

0
Demonstracdo. Para fixar as idéias, admitiremos que a—f(xo, vo) > 0. Pela con-
tinuidade de 9f/dy, existem § > 0 e ¢ > 0 tais que, pondo B = B(xp, §) C R”"
e J = 0op—¢6y+¢e) CR,temos B x JCcU e B—(x,y) > 0 para todo
y

69
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(x,y) € B x J. Entio, para todo x € B, a fun¢io y — f(x,y) é crescente no
intervalo [yo—e, yo+¢] = J. Como f (x0, yo) = ¢, segue-seque f(xg, yo—¢€) < ¢
e f(xo,yo+€) > c. Sendo f continua, podemos supor § tdo pequeno que
fx,yo—¢) <ce f(x,yy+ €) > c paratodo x € B. Pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, paracadax € B,existeumunicoy = §(x) € J tal que f(x,y) =c.
Tem-se necessariamente y € J. Mostremos que a funcdo & : B — J possui
derivadas parciais em todo ponto x € B.

Figura 1.

Com efeito, pondo k = k() = E(x +te;) — E(x), vem E(x + te;) = E(x) + &,

logo f(x +1e;,§(x) +k) = f(x,§(x)) =c.
Pelo Teorema do Valor Médio, para todo ¢ existe 8 = 0(¢) € (0, 1) tal que

0 = f(x+te, Ex)+k)— fx,E(x))

= s—f(x + Ote;, E(x) +0k) -t + %(x + 0te;, E(x) + 0k) - k.

Xi

Logo

Ex+1e) —E()  k  gm (016, 5() +6k)

1 t U+ Gre 5(x) +0k)

Neste ponto, admitamos a continuidade de &, que serd provada abaixo. Entdo
lir% k(t) = 0. A continuidade das derivadas parciais de f nos d4 entdo
t—

08 . E(tre) —E() g (6 EW)
—(x) = lim =S
8)6,' t—0 t @(X, f;:(X))
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A expressdo de 0£/dx; mostra que se f € CF entdo 9&/0x; € C*~! para
i =1,...,n, portanto £ € C*. O

Demonstracéo da continuidade de &

Pelo Teorema 19 do Capitulo 1 (v. observacdo que o segue), basta mostrar que,
para todo conjunto fechado F C J, a imagem inversa £ ! (F) é fechada em B.
Ou seja: se a seqii€ncia de pontos x; € B é tal que £(x;) € F paratodok € Ne
limx; = x € B entdo, §(x) € F. Ora, F é compacto, logo uma subseqiiéncia de
pontos x; € Bétalquelimé&(x;) =a € F. Logo f(x,a) = lim f(x;, £(x;)) = c.
Mas f(x,&(x)) = c. Pela unicidade de &£(x), segue-se que §(x) =a € F. O

Considerando o aberto V. = B x J C R"*! o teorema acima diz que, nas
condicdes das hipdteses, tem-se

fHONV ={(x,§() e R x € B).
Noutras palavras, f~!'(c) NV é o grifico da fungdo £ : B — R.

Observacao. Evidentemente, ndo hd nada de especial quanto a dltima coordenada,
exceto simplificar a escrita na demonstragdo. Se, para algum inteiroi € [1,n41],
i a o
tivermos a—f(Zo) # 0onde zg € U e f(z9) = ¢, existird um aberto V 3 gz, tal
x.

1
que,paraz € V,aequagdo f(z) = cdefinirdx; = (X1, ..., Xi—1, Xit1y -+ » Xnt1)

como funcdo das outras n coordenadas e f~'(c) NV serd o grifico dessa funcio
£, de classe C*. De um modo geral, se grad f(zo) # 0 e f(z9) = c entdo existe
V 3 zq aberto tal que f~!(c) NV é o grifico de uma funcdo real de n variéveis,
de classe C*.

Exemplo 1. Seja f : R> — R definida por f(x, y) = x>+ y?. Paratodo (x, y) €
a
R?, temos a—(x, y) =2x e a—(x, y) = 2y. A equacio x> 4+ y? = ¢ define o
X Y

conjunto vazio quando ¢ < 0. (O Teorema 1 ndo se aplica, pois ndo existe o ponto
(x0, yo) tal que £ (xo, yo) = ¢.) Quando ¢ = 0, a equacio x> + y? = 0 é satisfeita

d 0
apenas quando x = y = 0. (Agora existe (xo, yo) mas a—f(O, 0) = a—f(O, 0)=0.)
X y

Quando ¢ > 0, a equagio x> + y?> = ¢ define a circunferéncia de centro na
origem e raio 4/c, a qual ndo é grifico de fungio alguma do tipo y = £(x) nem
x = ¢(y), pois hd retas verticais e horizontais que a cortam em dois pontos. Mas,
se considerarmos os abertos

Vi={(x,y) eR%y >0} V={(x,y) e R}y <0},
V3={(x,y) e R%:x >0}, V¥ = {(x,y) e R x <0},
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veremos que f ' (c)NV'e f~1(c)NV, sdo grificos das fungdes £, & : (—1, 1) —
R, dadas por & (x) = +/1 —x2,&(x) = —+/1 —x2, enquanto f~'(c) N V; e
£~Yc) NV, sdo os grificos de &3, &4 : (—1, 1) — R, dadas por &(y) = /1 — y?
e £(y) = —/1 — y2. Assim,em V] e V, aequacio x’+y? = ¢ (comc > 0) define
implicitamente y como funcdo de x enquanto em V; e V4 define x como fung¢do de
y. Evidentemente, salvo na vizinhanga dos 4 pontos (+/c, 0), (0, +,/c), tem-se
a opcdo de tomar y como fungdo de x ou x como fungéo de y. <

2 Hiperficies

Um conjunto M C R"*! chama-se uma hiperficie de classe C* quando é localmente
o grifico de uma fungio real de n varidveis de classe C*. Mais precisamente, para
cada p € M deve existir um aberto V C R"*! e uma fungio & : U — R, de classe
C* num aberto U C R", taisque p € V e VN M = gréfico de £.

A afirmagdo “V N M = grafico de &” significa que, para um certo inteiro
i €[1,n], tem-se

1.
VM= {(-xlv '-'axn+l) € Rn+ X = g(xla e X1 Xig s "'7-xn+l)}~

Evidentemente, dada qualquer funcdo f : U — R de classe C* no aberto
U C R", seu grifico é uma hiperficie M = {(x, f(x)) € R""'; x € U} de classe
C*.

Quando n = 1, uma hiperficie em R? chama-se uma curva e, quando n = 2,
tem-se uma superficie em R>.

Exemplo 2. AesferaS" = {x € R"*!; (x, x) = 1} é umahiperficie C>* em R"*+!,
Com efeito, chamando de U a bola aberta de centro O e raio 1 em R”, pondo, para
cadai =1,....n+LVi={x eR*" x>0, W, ={x e R x; <0}e
escrevendo x* = (xy, ..., X;—1, Xit1, - - - » Xpt1), t€MOS:

xeS"NV, & x| <1 e xi=+1-—{x*x*);

xeS"NW, & |x*| <1 e x;i=—1—{x*x*).

Logo, considerando a fungdo & : U — R, de classe C*, definida por
E(u) =+/T— (u,u), vemos que, paracadai = 1,...,n+ 1, 8" NV, é o gréfico
da funcdo x; = &(x*) enquanto que S” N W; é o gréfico de x; = —&(x*). Como
todo ponto p € §” pertence a algum V; ou a algum W;, concluimos que S” € uma
hiperficie de classe C*° em R"*+!,

Seja M C R"*! uma hiperficie de classe C*(k > 1). A cada ponto p € M
associaremos o conjunto 7, M, formado por todos os vetores-velocidade v = A'(0)
dos caminhos A : (—8,8) — M que sdo diferencidveis no ponto 0 e cumprem a
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condi¢do A(0) = p. O conjunto T, M € chamado o espago vetorial tangente de M
no ponto p. Esta denominacao se justifica pelo <

Teorema 2. T,M é um subespago vetorial de dimensdo n em R,

Demonstragdo. Seja& : U — R uma fungio de classe C* no aberto U C R”, cujo
grafico, formado pelos pontos (x, £(x)) € R"*!, x € U, éaintersecio MNV,onde
V C R™! é um aberto que contém p = (py, £(po)), po € U. Para todo caminho
A:(=8,8) > M, com A(0) = p, tem-se L(t) = (x1(¢), ..., x,(¢), E(x(¢)), onde
x(t) = (x1(¢), ..., x,(t)). Portanto

vy = (L Dy % du
clt""’dt’i:1 ax; dt ]’

as derivadas dx; /dt sendo calculadas no ponto t = 0 e 9§ /dx; no ponto pg. Isto
mostra que todo v = A'(0) em 7, M é uma combinacdo linear dos vetores v; =
(1,0,...,0,05/0x1),...,v, = (0,...,0,1,0&/0x,). (Derivadas no ponto py.)

Reciprocamente, toda combinagéo linear v = ) «;v; € o vetor-velocidade 2’(0)
i=1

do caminho A : (=38, §) — M assim definido: tomamos vy = (¢, ..., «,) € R”
e pomos A(t) = (po + tvg, E(po + tvy)), sendo & > 0 escolhido de modo que o
segmento de reta (pg, —8vg, po + Svp) esteja contido em U. ]

Observagio. Como subespago vetorial de R"*!, o espago vetorial tangente T, M
contém a origem 0 € R"*! e nio contém necessariamente o ponto p, embora nas
figuras ele apareca passando por p. Ocorre que, nas ilustragdes, o que se vé € a
variedade afim p + T),M, paralela a T, M por p.

Exemplo 3. O espaco vetorial tangente 7, S" €, paratodo p € S", o complemento
ortogonal de p, isto &, o conjunto [p]+ de todos os vetores v € R"*! tais que
(v,p) = 0. Com efeito, sendo T,5" e [p]+ ambos subespacos vetoriais de
dimensdo n em R"*!, para mostrar que eles coincidem, basta provar que 7, 5" C
[p]*+. Ora,se v € T,S" entdo v = A/(0), onde A : (—§,8) — S" é um caminho

d
diferencidvel no ponto 0, com A(0) = p. Neste caso, 0 = EMU)’ A()) =
2(2'(0), A(0)) =2(v, p). <

A seguir, apresentaremos um critério bastante ttil para dar exemplos de hiper-
ficies.

Um nimero ¢ € R chama-se um valor regular de uma funcdo f : U — R, de
classe C', quando niio hd pontos criticos de f no nivel c, isto é, quando f(x) =
¢ = grad f(x) # 0. Diz-se também que c é um nivel regular de f. Quando existe
x € Utalque f(x) = cegrad f(x) = 0, diz-se que ¢ € um nivel critico de f.
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Figura 2.

Teorema 3. Se c é um valor regular da funcdo f : U — R, de classe C* no aberto
U c R", entdo M = f~'(c) é uma hiperficie de classe C*, cujo espaco vetorial
tangente T, M é, em cada ponto p € M, o complemento ortogonal de grad f(p).

Demonstragdo. O fato de que f~!(c) é uma hiperficie € apenas uma reformulacio
verbal do Teorema da Fungdo Implicita. (Ver Observacao apés a prova do Teorema
1.) Quanto ao espaco vetorial tangente 7, M, como M € uma superficie de nivel
da fungdo f, vemos que todo vetor v € T,M € ortogonal a grad f(p), logo
T,M C [grad f(p)]*. Sendo ambos subespagos de dimensdo n em R, conclui-
se que T,M = [grad f(p)]*. O

Exemplo 4 (Mais uma vez a esfera). A luz do Teorema 3, a esfera unitdria S" é
a superficie de nivel 1 da funcdo f : R"*!' — R, dada por f(x) = (x, x ). Como
grad f(x) = 2x, vemos que zero € o Unico nivel critico de f. Em particular, 1
é valor regular e S" = f~'(1) é uma hiperficie C* e, para todo p € S", tem-se

T,S" = [grad f(p)I* = [p]*. <
Exemplo 5. Seja A : R" — R” um operador linear auto-adjunto. A funcgio
f:R" — R, definida por f(x) = (A - x,x) é o que se chama uma forma

quadrdtica. Se [al ;1 € a matriz (simétrica) de A na base candnica de R" en-

tdio f(x) = Z a;jx;xj. Logo af/dx; = 2 Z a;jx; e conseqiientemente
i,j=1 j=1
grad f(x) = 2A - x. Supondo agora que o operador A seja invertivel, o Unico
ponto critico da fungdo f é a origem 0, onde f assume o valor zero. Entdo, para
todo ¢ # 0 aequagdo f(x) = c define uma hiperficie. Costuma-se tomarc = 1¢e
n

a hiperficie definida pela equacdo f(x) = 1, ouseja, ) a;jx;x; = 1, chama-se
ij=1
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uma quddrica. Em particular, se o operador A € positivo, isto é, se f(x) > 0 para
todo x # 0, a quddrica f~'(1) chama-se um elipsdide. <

Exemplo 6. Seja f : R” > Ra funcdo que associa a cada matriz x = [x;;] de n
linhas e n colunas seu determinante f(x) = detx. O desenvolvimento de Laplace

nos da
n

fx) = Z (=D x5 - Xy,
j=1
onde o ij-€simo menor X;; € o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) que
se obtém de x omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Segue-se dai que

g(x) = (—1)"* X;;. Em particular, se x = I = matriz identidade n x n, temos
of | o o
@(I) = §;; (delta de Kronecker, igual a 1 quando i = j e 0 quando i # j).
Portanto grad f(I) = 1. Seja U C R" o conjunto aberto formado pelas matrizes
(invertiveis) x tais que det x % 0. Para toda x € U, o desenvolvimento de Laplace
nos mostra que algum menor X;; € # 0, logo grad f(x) # 0. Portanto a fungio
f : U — R ndo possui pontos criticos: todo ntimero real ¢ € um valor regular
de f. Logo M = f~'(1) = conjunto das matrizes reais n x n com determinante
1 € uma hiperficie C*°. M é um grupo em relacdo a multiplicacdo de matrizes,
conhecido como o grupo unimodular. O espago vetorial Ty(M), tangente a M
na matriz identidade I, é formado pelas matrizes x que sdo perpendiculares (em

termos do produto interno de an) ao gradiente grad f(I) =I. Ora,

(x,I)= Z xijdij = Z x;; = traco de X.
i=1

ij=1

Assim, o espago vetorial tangente a M no ponto I € o conjunto das matrizes de
traco nulo. <

Observacao. O Teorema 3 € uma boa fonte de exemplos de hiperficies. Mas nem
toda hiperficie M C R"*! pode ser obtida como imagem inversa M = f~'(c)
do valor regular ¢ de uma fungdo f : U — R. Com efeito, as hiperficies desse
tipo admitem um campo continuo de vetores nio-nulos v = grad f : M — R"+!,
tais que, para todo x € M, (v(x), w) = 0 qualquer que seja w € T, M. (Diz-se
entdo que v = grad f é um campo de vetores normais a M.) Tais hiperficies sdo
chamadas de orientdveis. Um exemplo bem conhecido de superficie ndo-orientavel
¢é a faixa de Moebius. Logo, a faixa de Moebius nio é imagem inversa de um valor
regular de uma funcéo de classe C' definida num aberto de R*.
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3 Multiplicador de Lagrange

O método do multiplicador de Lagrange se aplica na seguinte situagcdo: tem-se
uma fungio f : U — R, declasse C! noaberto U C R"*! (fungdo-objetivo), uma
hiperficie M = ¢~!(c), imagem inversa do valor regular ¢ da fun¢do ¢ : U — R,
de classe C!, e procura-se determinar quais sdo os pontos criticos da restri¢do
fIM, ou seja, os pontos criticos x de f sujeitos a condicido ¢(x) = c.

Nao se trata de determinar os pontos criticos de f : U — R que estdo locali-
zados sobre a hiperficie M mas sim os pontos criticos da funcdo f|M : M — R.
E preciso definir o que se entende por isto.

Um ponto x € M chama-se um ponto critico da restricdo f|M quando, para
todo caminho diferencidvel A : (=8, 8) — M com A(0) = x tem-se (f o 1) (0) =
0. Pondo v = 1/(0), esta condi¢ao significa ( grad f(x),v) = 0. Como v é um
vetor arbitrario pertencente ao espago vetorial tangente 7, M, vemos que x € M é
um ponto critico de f|M se, e somente se, grad f (x) é ortogonal ao espago vetorial
tangente T, M.

Ora, grad ¢ (x) é um vetor (ndo-nulo) ortogonal a 7, M. Como o complemento
ortogonal de 7, M em R"*! tem dimensdo 1, segue-se que grad f(x) L T, M se, e
somente se, grad f(x) é um multiplo de grad ¢(x). Portanto, podemos enunciar:

O ponto x € U € um ponto critico da restricdo f|M de f a hiperficie M =
¢~ (c) se, e somente se:

D o) =c;
2) grad f(x) = A - grad ¢(x) para algum A € R.

As condigdes acima representam um sistema de n + 2 equagdes (pois a igual-
dade vetorial 2) acima significa n 4 1 igualdades numéricas) nas n + 2 incégnitas
X1, ..., X1 (coordenadas de x) e A. O fator A é chamado o multiplicador de La-
grange. Sua presenca torna o nimero de incognitas igual ao nimero de equagdes,
0 que viabiliza a solucdo na prética.

Deve-se notar que se x € M € um ponto de minimo ou de méximo local de f|M
entdo, para todo caminho diferencidvel A : (—§, ) — M com A(0) = x, a fungio
foA:(—6,8) - R tem um minimo ou um méiximo local no ponto 0, logo
(f o A)'(0) = 0. Portanto os minimos e maximos locais de f|M estdo incluidos
na definicio de ponto critico dada acima.

E também evidente que todo ponto critico x da fun¢do f: U — R é, com
maior razdo, ponto critico da restricdo f|M pois, sendo grad f(x) = 0, tem-se
(grad f(x),v) = 0 paratodo v € R"*!,

Muitas vezes, a condi¢do adicional ¢(x) = ¢ € posta sob a forma ¢(x) = 0.
Isto ndo representa perda de generalidade. Basta usar, em vez de ¢, a fungdo
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Y(x) = ¢(x) —c. Entdo ¥ (x) = 0 & ¢(x) = c e c é valor regular de ¢ se, e
somente se, 0 é valor regular de .

Exemplo 7. Seja f : R> — Rdefinida por f(x, y) = ax +by, coma’>+b> # 0.
O gradiente de f €, em todo ponto (x, y), o vetor constante ndo-nulo v = (a, b),
ortogonal as linhas de nivel ax + by = ¢, que sdo retas, duas a duas paralelas. A
funcdo f ndo tem pontos criticos. Mas

Figura 3.

se ¢ : R? — R for dada por ¢(x, y) = x> + y? entdo grad ¢(x, y) = (2x, 2y), 1
é valor regular de ¢ e M = ¢~ '(1) é a circunferéncia unitaria x> 4+ y> = 1. Como
M é compacta, a restricdo f|M possui pelo menos dois pontos criticos, nos quais
assume seus valores minimo e maximo. Os pontos criticos de f|M sao as solucdes
(x, y) do sistema

grad f(x,y) =2 -grado(x, y), o(x,y) =1,
ou seja:
22x=a, 2xy=b, x*+y*=1.

Portanto (x, y) € um ponto critico de f|M se, e somente se, o vetor unitdrio
z = (x, ¥) € um mdltiplo do vetor v = (a, b). Isto nos da

(x,y)=< c , b )Ou (x,y)=( < b )
Jar + b2 Ja? +b? Jar + b2 a2+ b?

Estes sdo os pontos nos quais f(x, y) assume seus valores madximo e minimo
em M =S <
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Exemplo 8. Seja f : R” — Ruma formaquadratica. Paratodox = (xy, ..., Xx,),
n
tem-se f(x) = ) a;x;x;, onde a = [q;;] € uma matriz simétrica n X n.
ij=1

Alternativamente, tem-se f(x) = ( Ax, x ),onde A : R" — R”" € o operador linear
auto-adjunto cuja matriz na base canénica de R" é a. Quais sdo os pontos criticos
da restricdo £]5"~!, onde §"~! é a esfera unitdria de R"? Temos S"~' = ¢~ '(1),
onde ¢ : R* — R édefinida por ¢(x) = (x, x ) e, como grad ¢(x) = 2x, 1 é valor
n
regular de ¢. Por sua vez, %(x) =2- ) a;x;, portanto grad f(x) = 2A - x.
i j=1
Portanto os pontos criticos da restricio f|S"~! sdo as solugdes x do sistema Ax =
2ax, {(x,x) = 1, isto é, s@o os autovetores do operador A que t€ém comprimento
1. Como §"~! é compacta, f admite pelo menos 2 pontos criticos em S"~!, a
saber, 0s pontos em que assume seus valores minimo e maximo. Isto fornece uma
prova de que todo operador auto-adjunto em R” possui autovetores, o que € o passo
fundamental para a demonstracio do Teorema Espectral. <

Exemplo 9. Seja U C R” o conjunto dos pontos cujas coordenadas sao positivas.
Consideremos as funcdes f, ¢ : U — R definidas, para todo x = (xy, ..., x,) €
U,como f(x) =x;-x2...x,€e9(x) =x1+x+ -+ x, Fixandos > 0,
procuremos os pontos criticos de f|M onde M = ¢~ !(s). Observemos que
gradp(x) = (1,1, ..., 1) para qualquer x € U, de modo que M é uma hiperficie.
Por sua vez, temos grad f(x) = (a1, ...,0,) coma; = [] Xj. Assim, x € M
J#F
¢ ponto critico de f|M se, e somente se, para algum A, tem-se [[ x; = A(i =
1

1, ..., n). Dividindo a i-ésima dessas equacdes pela k-ésima, obtejlflos xi/x;i = 1.
Assim, o tnico ponto critico de f|M é aquele que tem suas coordenadas iguais, ou
seja, &€ p = (s/n,s/n,...,s/n). Afirmamos que f(p) = (s/n)" é o maior valor
de f|M. Com efeito, a férmula de f define uma fun¢io continua no compacto
M, onde possui um ponto de maximo, o qual ndo pode estar em M — M pois
X1+ x2...x, = 0sex € M- M. Logo esse maximo estd em M, portanto é
um ponto critico, mas p € o Unico ponto critico de f|M. Conclusdo: quando n
nimeros positivos tém soma constante s, seu produto é maximo, igual a (s/n)"
quando eles sdo iguais. Ou ainda, se xi, ..., x, sdo positivos entdo

x1+x2+---+xn>"

X1 +X2...X, <
n

A desigualdade acima, posta sob a forma

. X1+Xp+ 4 x,
X1 X2... X, < s

n
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diz que a média geométrica de nimeros positivos € menor do que ou igual 8 média
aritmética. Além disso, elas coincidem somente quando os nimeros dados sdo
iguais. <

Exemplo 10. Dadas a funcio f : U — R, de classe C* no aberto U C R"*!ea
hiperficie M C U, os pontos criticos da restricdo f|M sdo os pontos x € M para
os quais grad f(x) é ortogonal ao espago vetorial tangente 7, M, mesmo quando
M nio é obtida como imagem inversa ¢ ' (c) de um valor regular de uma funcéo
@ : U — R de classe C*. Isto ficou claro na discussdo feita no inicio desta sec@o.
Como exemplo, consideremos uma hiperficie M C R**!, um ponto a € R"*! ndo
pertencente a M e indaguemos quais sdo os pontos p € M situados a distincia
minima de a. Trata-se de obter os pontos que tornam minima a restricdo f|M,
onde

—
"

Figura 4.

f: U — R,dadapor f(x) = |x —a|,tem U = R"! — {g} por dominio, por isso
é de classe C™. Temos f(x) =/ Y. (x; — a;)?, logo df/dx; = (x; —a;)/|x — a|
e daf grad f(x) = x — a/|x — a|. Assim, os pontos criticos de f, entre os quais
estdo os pontos de M situados a distdncia minima de a, s@o os pontos x € M tais
que x — a é um vetor normal a M no ponto x, isto &, (x — a, v) = 0 para todo
v € TyM. Em particular, se M = §", x —a L T,S" significax —a = « - x isto
é, x = a/(1 — «). Portanto, neste caso, os Unicos pontos criticos de f|S" sdo os
pontos x € S” pertencentes a reta Oa, os quais sdo £ a/|a|. Um deles minimiza
|x — a| e o outro maximiza f. <

Observac¢ao. Os pontos criticos da restri¢do f|M da funcdo f : U — R a hi-
perficie ¢~!(0), onde ¢ : U — R tem 0 como valor regular, sio, como vimos,
as solugdes x do sistema de equacdes grad f(x) = A - gradp(x), ¢(x) = 0. Se
considerarmos a fun¢do L : U x R — R, definida por L(x, A) = f(x) — Ae(x),
vemos que as equacdes acima sdo satisfeitas se, e somente se, grad L(x, A) = 0,
ou seja, os pontos criticos de f sujeitos ao vinculo ¢(x) = 0 s@o precisamente os
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pontos criticos (livres) da fun¢do L, chamada a Lagrangiana do problema.



Capitulo 5

Aplicacoes Diferenciaveis

1 A derivada como transformacéao linear

Uma aplicacdo f : U — R", definida no aberto U C R™, diz-se diferencidvel no

ponto a € U quando cada uma das suas fungdes-coordenada fi, ..., f, : U - R
¢ diferencidvel nesse ponto.
Se este € o caso entdo, para todo v = (¢, ..., ®,) talque a + v € U e para
cadai =1, ..., m, tem-se
— Of; . ri(v)
fila+v) — fila) = ; Ej(a)-ocj—i—ri(v) com  lim m =0.
: fi o
A matriz Jf(a) = a—(a) € M(n x m) chama-se a matriz jacobiana
Xj

de f no ponto a.
A transformacdo linear f'(a) : R” — R”, cuja matriz em rela¢do as bases
candnicas de R™ e R" € J f (a), chama-se a derivada da aplicacdo f no ponto a.
De acordo com a definicdo de matriz de uma transformacao linear, para todo
v=(ay,...,da,) € R"temos
m
dfi dfi
f@-v=(B.....0) onde Bi=Y ““(a)-a;=-—(a).
= 0x; v
Assim, se definirmos, como € natural, a derivada direcional da aplicacdo f, no
ponto a, na dire¢do do vetor v, como

of fla+1tv) — f(a)

5y @ = lim ;

teremos imediatamente

af af1 9fn ,
%(Cl) = (%((l), LR %(Cl)) = f (Cl) " U.

81
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Resulta da Regra da Cadeia para funcdes (Teorema 2 do Capitulo 3), em confor-
midade com a observagao feitalogo ap6s sua demonstragdo, que embora a defini¢ao

d )
de a—f(a) tenha sido dada acima como a—(a) = (f oA)'(0), onde A(t) = a + tv,
v v

vale, mais geralmente, a igualdade a—(a) = (f o 1)'(0) para qualquer caminho
v

diferencidvel A : (—6,8) — U,com A(0) =a e A'(0) = v.
As n igualdades numéricas que exprimem a diferenciabilidade das fungdes-
coordenada f; se resumem na igualdade abaixo, entre vetores de R":

fa+v)— f(a)= f'(a)-v+r(), com limr— =0.
Algumas vezes, € mais conveniente escrever esta condi¢io sob a forma
fla+v)— f(a) = f'@-v+pQ)-|v] com lirr(l)p(v) =0.
vV—>

Aqui, p(v) = r(v)/|v| paratodov #Otalquea +v € U.

A relacdo acima caracteriza univocamente a diferenciabilidade da aplicacido f
no sentido seguinte: se uma transformacdo linear 7 : R” — R” € tal que, para
a,a+v € U tem-se

fla+v)—f@=T-v+r(), com lin})%zo,
v—> v
entdo T = f'(a).
Com efeito, daf resulta, tomando v em vez de v, que:
tv) — t
fla+1tv) — f(a) Tt r(tv) ol
! |7v]
logo
tv) — 0
Tov=tim L@FOZS@V_0F ey
t—0 t ov

Quando f : U — R" édiferenciavel em todos os pontos de U, dizemos que f é
diferencidvel em U. Neste caso, fica definida uma aplicag¢do ' : U — L(R™; R")
que faz corresponder a cada x € U a transformacdo linear f'(x) : R" — R”".
Quando for conveniente, identificaremos o conjunto L(R™; R") das transforma-
¢oes lineares de R” em R” com o conjunto M (n x m) das matrizes n X m ou com
o espago R™™".

Dizer que a aplicagdo derivada ' : U — L(R™; R"), (ouseja f' : U — R"™)
é continua equivale a afirmar a continuidade de cada uma de suas nm fungdes-
coordenada df;/0x; : U — R, isto €, a dizer que f € uma aplicacdo de classe
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C! conforme a defini¢do dada no Capitulo 3. Como foi demonstrado no Teorema
1 daquele capitulo, a continuidade das derivadas parciais 9f;/dx; : U — R
implica a diferenciabilidade de f.

Como no caso de funcdes, aplicacdes f : U — R" de classe C* sio definidas
por inducdo: diz-se que f € C* quando f é diferencidvel e suaderivada f': U —
R™ & de classe Ck~!. Se f e C para todo k € N diz-se que f é de classe
C*®: f € C*. Entdo f' € C* também.

Observacao. Na maioria das vezes, a maneira mais simples de verificar que uma
aplicacdo f € diferencidvel consiste em calcular diretamente as derivadas parciais
a—l(x), mostrar que elas dependem continuamente de x e usar o Teorema 1 do
X
J
Capitulo 3, segundo o qual toda funcdo de classe C' é diferencidvel. Praticamente
todas as aplicacdes diferencidveis sdo de classe C'. Ocorre, entretanto, que as
propriedades mais relevantes das aplicacdes C' resultam da relagdo que caracteriza
sua diferenciabilidade. Dai a importancia deste conceito.

2 Exemplos de derivadas

Exemplo 1. Sejam / C R um intervalo aberto e f : I — R" um caminho dife-
rencidvel no ponto a € I. Considerando f como uma aplicacdo, sua derivada no
ponto a é a transformac@o linear f'(a) : R — R” cuja matriz jacobiana tem por

unica coluna o vetor
df] dfn
V= (E(a)7"" dt (Cl)),

o qual vem a ser o vetor-velocidade do caminho f no ponto «, ja indicado com a
mesma notac¢ao f’(a) no Capitulo 2. Como transformagdo linear, f'(a) : R — R”
faz corresponder a cada “vetor” t € R o vetor ¢ - v € R". Noutros termos:

fla)y-t=t- f'a). <

Exemplo 2. Seja f : U — Ruma funcio definida no aberto U C R", diferencia-
vel no ponto @ € U. Sua derivada é uma transformacio linear f'(a) : R" — R,

portanto um funcional linear, que associa a cada vetor v = («y,...,a,) € R" o
nimero
d d d
fl@) v= —f(a) ot —f(a) Sy = —f(a) = (grad f(a),v).
0x1 0x,, ov

As vezes se escreve df (a) e chama-se a diferencial de f a derivada f'(a). Em
particular, se usarmos a notacdo tradicional x; : R" — R para indicar a funcdo
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que associa a cada ponto x € R” sua i-ésima coordenada x;, a diferencial dx; desta
funcdo € o funcional linear que faz corresponder a cada vetor v = (o, ..., )
sua i-ésima coordenada dx; - v = «; (mesmo porque, sendo linear, a funcio x; tem
derivada constante, igual a si prépria). Entao

df(a)-v= Z a—){(a)'diz Z 8—£(a)-dx,~-v.

i=1 i=1

Isto atribui um significado a expressao cléssica

m

df =) g—idx,-.

i=1

<

Exemplo 3. Se f : U — R" é constante entfo f'(x) = 0 paratodo x € U. Reci-
procamente, se o aberto U C R™ é conexo e f : U — R" possui derivada
0 em todos os pontos x € U entdo f € constante. (Conforme o Corolario 3 do
Teorema 2, Capitulo 3.) <

Exemplo 4. Se 7 : R" — R” é uma transformacao linear entdo 7 € diferenciavel
e T'(x) = T paratodo x € R™. Noutras palavras, 7'(x) - v = T - v quaisquer que
sejam x, v € R™. Isto resulta imediatamente da igualdade 7(x +v) — T - x =
T -v+r,onde r = 0, ou entdo do fato 6bvio de que a matriz jacobiana de T é
a prépria matriz de 7. Um caso muito particular: a soma S : R" x R" — R™,
S - (x,y) = x 4+ y é linear, logo S'(x, y) - (u, v) = u + v quaisquer que sejam
x,y,u,v €R™. <

Exemplo 5. Seja B : R” x R" — R? uma aplicagao bilinear, isto €, linear em
cada uma de suas duas varidveis. Se escrevermos, para cada par de vetores (¢;, e;)
das bases candnicas de R™ e R" respectivamente, B(e;, e;) = v;;, entdo, para
x=@,...,xn)ey=0,...,y,) teremos

B(x.y)= > xiy;vij.

i,j

Isto mostra que B é continua, logo assume seu valor maximo |B| no compacto
§m=1 x §"=! Daf resulta que, para quaisquer x € R” e y € R" ndo-nulos,
vale |B(x, y)| = |B(x/Ix], y/|yDI - x| - [yl < |B|-|x|-|y|. Parax = 0 ou
y = 0, a desigualdade |B(x,y)| < |B]| - |x]| - |y| é imediata pois B(0, y) =
B(x,0) = 0. Mostremos agora que toda aplicacao bilinear B € diferencidvel, com
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B'(x,y) - (u,v) = B(u,y) + B(x,v). Com efeito, se x,u € R" e y,v € R",
temos pela bilinearidade de B:

B(x+u,y+v)— B(x,y) = B(u,y)+ B(x,v) + B(u, v).

Observando que |(u, v)| = V0ul? + [v|* > |v], temos
B, v)| _ B |ul-|v|

Tl < < Bl lul,
[(u, v)| Viul* + vl
. Bu,v) : . I
logo lim = 0, comprovando assim a diferenciabilidade de B. <

u,v—0 |(u, v)|
Nos exemplos 4 e 5 acima (e, obviamente, no Exemplo 3), as aplica¢des con-
sideradas sdo de classe C*®°. De fato, a derivada T/ = T : R" — L(R™; R")
de uma transformacdo linear 7', sendo constante, possui derivada nula e todas
as derivadas seguintes também serdo nulas. Quanto a aplicacdo bilinear B, sua
derivada B’ : R" x R" — L(R™ x R"; RP) é a transformacdo linear (x, y) —
B(e,y) + B(x, e), recaindo assim no Exemplo 4.

Exemplo 6 (Derivada complexa). Uma funcdo de varidvel complexa f : U —
C, definida no aberto U C C, pode ser vista como uma aplicacio f : U — R?,
definida no aberto U C R?. A derivada da funciio complexa f no ponto z € U é
o niimero complexo f'(z), definido como o limite
/ . f(Z + H) — f(Z)
=1
F@ Ao H ’

quando tal limite existe. Isto equivale a dizer que

fz+H)— f(z)=f'(z)-H+r(H), onde }}in r_:O

Acima, f’(z) - H € uma multiplicacdo de niimeros complexos. Portanto, a funcao
complexa f : U — C é derivavel no ponto z € U se, e somente se, a aplica¢do
f : U — R? ¢ diferencidvel nesse ponto e, além disso, sua derivada f'(z) : R?> —
R? é uma transformagio linear do plano que consiste em multiplicar por um niimero
complexo fixo. Ora, se T : R?> — R? é uma tal transformagio, da forma 7 - z =
(a + bi) - z, sua matriz na base canénicatemascolunas 7 - 1 =a+bieT -i =
—b + ai, ou seja, sua matriz é do tipo [Z _ab:| .Se,paraz = x + yi, f(z) =

u(x,y)+i-v(x,y),amatriz jacobiana de f é

ou Ju
ax dy
Jdv 0Jv

ax By
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Segue-se entdo que a fun¢do complexa f € derivdvel em U se, e somente se, valem

as relacdes du/dx = dv/dy e du/dy = —dv/dx em todo ponto z = x + yi € U.

Estas igualdades sdo conhecidas como as equagoes de Cauchy-Riemann. <
A derivada de f, considerada como funcdo de uma varidvel complexa é

, ou _ Jdv ov Ju
fl@)=—+
0x

= — —]—

’5 ay dy

Exemplo 7. Se f, g : U — R" sdo diferencidveis no ponto a € U C R™ entio
a aplicacdo (f,g) : U — R" x R”, definida por (f, g)(x) = (f(x), g(x)), é
diferencidvel no ponto a e sua derivada é (f, g)'(a) - v = (f'(a) - v, g’(a) - v). Se
f, g € Ckentio (f, g) também é de classe C*. <

3 Calculo diferencial de aplicacoes

Teorema 1 (Regra da Cadeia). SejamU C R",V C R"abertose f : U — R",
g : V. — RP? diferencidveis nos pontos a € U, b = f(a) € V, com f(U) C V.
Entdo g o f : U — RP? ¢é diferencidvel no ponto a e

(gof(@)=¢g®) - f(a): R" - R”.
Resumidamente: a derivada da aplicacdo composta é a composta das derivadas.
Demonstracdo. Podemos escrever
flatv)=f@+ f@-v+p®)-vl, com limp(v) =0 e
gb+w)=gb)+g¢g'®b)-w+ow)-|wl, com limo(w)=0.

w—0

Entao

(8o fla+v)=g(f(@)+ fi(@-v+pW)-|v).
Pondo w = f’(a) - v + p(v) - |v]|, obtemos:
(gof)la+v) =gb+w)=gb) +g®d) - f(a)-v+g b pW]v]
+ow)-w|=(go fHla)+[g'®) - fl@]-v+Cw)-|v,

onde

Cv) =g'(h) - p(v) +o(w) - | f(a)- ﬁ +p(v)| .

Sev — Oentaow — Oe f'(a)- ﬁ ¢é limitada. Portanto ling) C(v) = 0, provando
v v—>

o teorema. O
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Corolariol. Se f: U > R'eg:V > R? (comU CR"e f(U)CV CcR")
sdo de classe C* entdo g o f : U — RP é de classe C*.

Com efeito a Regra da Cadeia, aplicada num ponto genérico x € U, 1&-se
(go fY(x) =g (f(x))- f'(x). Em termos funcionais, temos

(8o f) =(&of) f:U— LR" R,

onde o é a composi¢do de aplicacdes e - € a multiplicacdo de transformacdes
lineares, a qual € bilinear, logo C*. Se f e g sdo de classe C I esta dltima
igualdade mostra que (g o f)’ é continua, logo g o f € C'. Por inducdo, supondo
f e g declasse C¥, amesma igualdade mostra que (go f)' € C*~!,logo go f € C*.

Corolario 2. Nas condi¢coes do Teorema 1, a matriz jacobiana de g o f no ponto
a é o produto da matriz jacobiana de g no ponto f(a) pela matriz jacobiana de f

no ponto a : J(go f)(a) = Jg(f(a)) - Jf(a).
Em termos de derivadas parciais, a igualdade acima 1&-se

dsi _ Ny~ D8 O

0x; p oyr  0x;
Nesta formula, escrita da maneira tradicional, os x; sdo coordenadas de um ponto
em U, os yy em V,dg;/dx; € derivada parcial de g; o f enquanto 0g;/dy; €
derivada de g; e, finalmente, dy,/0x; significa, em nossa notagdo costumeira,

0fx/0x ;. Com tais entendimentos tacitos, essa férmula tem sobrevivido e sido util
através dos anos.

Corolario 3 (As regras de derivacio). Sejam f, g : U — R” diferencidveis no
pontoa € U C R", o um niimero real e B : R" x R" — RP? bilinear. Entdo:

1) f+g: U — R"édiferencidvel no pontoa, com (f+g) (a) = f'(a)+g'(a).
2) a- f: U — R" édiferencidvel no ponto a, com (af) (a) = « - f'(a).

3) B(f,8): U — RP?, definida por B(f, g)(x) = B(f(x), g(x)), € diferen-
cidvel no ponto a, com

[B(f. &) (@) -v=B(f'(a) v,g@)+ B(f(a),g'@:-v).

Os itens 1) e 2) podem ser provados diretamente a partir da definicdo de aplica-
cdo diferencidvel ou entdo considerando as transformacdes lineares S : R" x R" —
R", a* : R" — R”, definidas por S(x,y) = x + y e «*(x) = « - x. Entdo é s6
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observar que f +g = So(f,g)ea - f = a* o f e usar a Regra da Cadeia,
lembrando que S’ = S e (a*)’ = a*, logo

(f+8' =8So(f gh=f+8 e (@ i =@of)=a"of =a-f.

Quanto ao item 3), basta usar a Regra da Cadeia e os Exemplos 5, 7. Entdo, como
B(f,g) = Bo (f, g),temos, paracada v € R™:

[B(f.®)1 (@) v = [Bo(f.9)'(a) v=B'(f(a),g@) (f(a) v, ga)-v)
= B(f'(a) - v, g(a)) + B(f(a), §'(a) - v) =

Observacao. Uma aplicacdo bilinear B : R™ x R" — R? pode (e deve) ser
considerada como uma forma de multiplicar um elemento de R™ por outro de
R" obtendo um produto em R”. Usando a notacdo multiplicativa x e y em vez de
B(x, y), aregrade derivagdo do item 3) do Coroldrio 31&-se (feog) = f'eg+ feg’
isto é, paratodox € U etodov € R?, (feg)(x)-v = (f(x)-v)eg)+
f(x) e g'(x)-v. (O ponto maior e é o produto que substitui B e o ponto menor -
¢ a aplicacdo de uma transformacao linear sobre um vetor.)

Exemplo 8. Um exemplo freqiliente de aplicacdo bilinear € o produto interno de
vetores. Se tivermos ¢(x) = ( f(x), g(x)), com f, g : U — R" diferencidveis
em U C R™ entdo, para todo v € R™, vale ¢'(x) - v = { f/'(x) - v, g(x)) +
(f(x), g (x) - v). Em particular, se p(x) = (f(x), f(x)) = |f(x)|2 entio
Y (x) v =2(f(x), f/(x)-v). Levando em conta a férmula (/u)" = u'/2/u
para a derivada da raiz quadrada de uma funcdo real positiva u, daf resulta que,
pondo

E) =V (f), f()) =If)], tem=se &'(x)-v={(f'(x) v, f(x))/If()
sempre que f(x) # 0. <

Exemplo 9. Outro exemplo comum de aplicagao bilinear € a multiplicacdo de ma-
trizes (ou de transformagdes lineares). Vejamos um caso particular desta situagao.
Se A : R" — R™ é um operador auto-adjunto entdo resulta do exemplo anterior
que a derivada da forma quadratica ¢(x) = (Ax, x) atua assim: ¢'(x) - v =
(Av,x )+ (Ax,v) = 2( Ax, v), levando em contaque ( Av, x ) = (v, Ax ), pela
defini¢do de operador auto-adjunto. Algumas pessoas preferem considerar A como
uma matrizm x m e x € R™ como uma matriz x do tipo m x 1 (matriz-coluna) cuja
transpostax! é uma matriz-linha 1 x m. Entdo aforma quadritica ¢ se escreve como
¢(x) = xTAx. Desta maneira, para cada vetor v € R (ou seja, para cada matriz v
do tipo m x 1) tem-se ¢'(x) - v = vIAx + xTAv = xTAv + xTAv = 2xTAv, que
corresponde a 2( Ax, v ) na notacdo de operadores. <
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Exemplo 10. Seja U C M (n x n) o conjunto das matrizes invertiveis n X n, isto
¢, das matrizes que tém determinante # 0. Como o determinante ¢ uma fungao
continua, U ¢é aberto. Seja f : U — M(n x n) a aplicacio que associa a cada
x € U suainversa f(x) = x~ . Afirmamos que f € diferencidvel e que, em cada
pontox € U, suaderivada f'(x) : M(n xn) — M(n x n) é atransformagao linear
definida por f'(x)-v = —x~'-v.x~!, v € M (n xn). Para provar isto, atribuiremos
a cada matriz x € M (n x n) a norma |x|, igual a norma da transformacéo linear
X : R" — R" que tem X como matriz na base candnica. (Veja Exemplo 12,
Capitulo 1.) Mais explicitamente: |x| = sup{|X -u|;u € S"~'}. Como se vé
facilmente, se X,y € M(n x n) entdo |x-y| < |x|-|y|]. Provemos agora a
diferenciabilidade de f. Escrevemos

1

x+v) ' —xT=—xvwx ! +rv)

€ mostramos que lim0 r(v)/|v] = 0. Com este objetivo, multiplicamos ambos 0s
v—>

membros da igualdade acima, a direita, por X 4+ v. Apds uma simplificagdo 6bvia,
obtemos

rvy=x"vix+v)!,
donde
|2 [r (V)] < x!

2 _
"I+ w7 vl
M

rW < X IVE I+,

e dai ling) r(v)/|v| = 0. (O uso de (x + v)~! se justifica pelo fato de que, sendo U

aberto, x € U = x + v € U para toda v suficientemente pequena.) <

Observacao. Na verdade a inversdo de matrizes f : U — U, considerada no
Exemplo 10, € uma aplicacdo C*. Isto pode ser verificado diretamente, a partir da
férmula que exprime x ! em funcdo de x, utilizando a chamada “adjunta cldssica”
de uma matriz. (Ver também “Andlise no Espaco R"”, pagina 26.)

z

Lembremos que a norma de uma transformacio linear 7 : R" — R” é o
nimero |T| = sup {|T - u|;u € S™'}. Desta defini¢dio resulta que, para todo
v eR" tem-se [T -v| < |T|-|v|eque,seS:R"— RPéoutra transformacio
linear entdo |S - T| < |S| - |T]|.

Teorema 2 (Desigualdade do Valor Médio). Seja f : U — R” diferencidvel em
todos os pontos do segmento de reta [a,a + v] C U. Se, para todot € [0, 1],
tem-se | f'(a +tv)| < M entdo | f(a+v) — f(a)| < M - |v].
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Demonstra¢do. O caminho A : [0, 1] — R”", definido por A(¢?) = f(a + tv), €
diferencidvel, com A'(¢) = f’(a + tv) - v, portanto |A'(¢)| < | f'(a + tv)| - Jv| <
M - |v| paratodo ¢ € [0, 1]. Segue-se entdo da Desigualdade do Valor Médio para
caminhos (Teorema 1 do Capitulo 2) que |A(1) — A(0)| < M - |v| - (1 — 0), isto &,
|fla+v) — f@l =M-|v| O

Corolario 4. Se o aberto U C R™ é convexo e M > 0 é tal que a aplicacdo
diferencidvel f : U — R" cumpre | f'(x)| < M paratodo x € U entdo f satisfaz
a condigdo de Lipschitz | f (x) — f(y)| < M|x — y| para quaisquer x,y € U.

Teorema 3 (Diferenciabilidade Uniforme). Seja f : U — R" de classe C' no
aberto U C R™. Se K C U ¢é compacto entdo f ¢é uniformemente diferencidvel
em K.

Demonstracdo. Isto significa que, para todo € > 0 dado, pode-se obter § > 0 tal
que |v| < § implica

|fGx+v) = fx) = f'(x) vl <e- v

qualquer que seja x € K. Para estabelecer este resultado, uma vez dado ¢ > 0,
devemos inicialmente encontrar § > 0 com a seguinte propriedade: para todo
xe Ketodove R com|v]<étem-sex +veUel|f(x+v)— f(x)] <e.
Ora, pelo Corolario 2 do Teorema 11, Capitulo 1, existe § > 0 tal que toda bola de
centro num ponto x € K e raio 2§ estd contidaem U. Seja

L= Blx;8]={y e R";d(y, K) < }.
xekK

Entdo L é um compacto,com K C L C U. Sex € Ke|v| <dentdox+v € L. A
aplicagdo f' : L — L(R™, R") é uniformemente continua. Logo, diminuindo § se
necessario, podemos admitir que | f'(x + v) — f'(x)| < ¢ paratodo x € K e todo
v € R" com |v| < §. Evidentemente, isto acarreta que | f'(x + tv) — f'(x)| < ¢
para todo ¢ € [0, 1], pois [tv] < |v| quando O < ¢ < 1. Cumprida esta etapa,
consideremos o caminho A : [0, 1] — R”, definido por A(¢) = f(x + tv), com
x € Ke|v|] <$. Entdo A'(t) = f'(x + tv) - v. Pelo Teorema Fundamental do
Célculo para caminhos,

1 1
fx+v)— f(x)=1(1) —A(0) = / A@)dt = / f(x+tv)-v-dt.
0 0
Logo

1
G 40) — 0 = f1) -] = /0 [F/r+10) — f'(0)] - v-di

< If'c+tv) = 'Ol vl <e-vl.
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provando assim que f é uniformemente diferencidvel em K.

91



Capitulo 6

Aplicacoes Inversas e Implicitas

1 OTeorema da Aplicacao Inversa

Na pédgina 97 do Volume 1 foi estabelecido que se f: I — R & derivavel no
intervalo I C R, com f’(x) > O paratodo x € I, entdo f é uma bijegao crescente
sobre o intervalo J = f(I) e a funcdo inversa g = f~!':J — I também ¢
derivéavel, com g'(f(x)) = 1/f'(x). Evidentemente, resultado andlogo vale com
f'(x) < 0, s6 que agora f € decrescente. Na verdade, pelo Teorema de Darboux
(pag. 95 do Volume 1), bastaria supor f'(x) # O para todo x € [ para garantir
que f € uma bijecdo mondtona (crescente ou decrescente) de I sobre J = f (1),
com f~!:J — I derivivel. Nos termos da definicio que serd dada a seguir,
isto significa que a func¢do diferencidvel sobrejetiva f : I — J, entre intervalos
I, J C R, é um difeomorfismo se, e somente se, f'(x) # 0 paratodo x € I. Em
dimensdes superiores esta condicdo significaria que f’(x) é um isomorfismo, mas
seria apenas necessdria para que f possuisse uma inversa diferencidvel.

Sejam U C R™, V C R" abertos. Uma aplicagdo f : U — V chama-se
um difeomorfismo entre U e V quando ¢ uma bijecao diferencidvel, cuja inversa
g= f':V — U também é diferencidvel.

Se f : U — V éumdifeomorfismo,comg = f~' : V — U, entdode go f =
idy e f o g = idy resulta, pela Regra da Cadeia, que g'(f(x)) - f'(x) = idgm
e f'(x) - g (f(x)) = idrn paratodo x € U, portanto f'(x): R" — R"” é um
isomorfismo cujo inverso é g’(f(x)) : R* — R™, Em particular, m = n, ou
seja, dois abertos em espagos euclidianos de dimensdes diferentes nao podem ser
difeomorfos.

Exemplo 1. No Capitulo 1 (Exemplo 15), vimos que a aplica¢do f : R" — B,
definida por f(x) = x/(1 + |x|), € um homeomorfismo de R” sobre a bola
aberta B C R™, de centro O e raio 1, sendo g: B — R™, g(y) = y/(1 — |y])
0 homeomorfismo inverso de f. Na verdade, como f e g sdo ambas aplicacdes
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diferenciaveis, as duas sdo difeomorfismos, um inverso do outro. Deve-se observar,
entretanto, que nem todo homeomorfismo diferencidvel é um difeomorfismo, isto
€, tem inverso diferenciavel. O exemplo mais simples disto € f : R — R, com
f(x) = x3. Como f’(0) = 0, a fungdo inversa de f (que é g(x) = /x) ndo é
diferencidvel no ponto 0 = f(0).

Uma aplicagdo diferencidvel f : U — R™, definidanoaberto U C R™, chama-
se um difeomorfismo local quando, para cada x € U existe uma bola aberta
B = B(x;8) C U tal que f aplica B difeomorficamente sobre um aberto V
contendo f(x). Segue-sedai que se f : U — R™ é um difeomorfismo local entdo
f'(x) : R" — R™ ¢ um isomorfismo, para todo x € U. O Teorema da Aplicacao
Inversa, que provaremos a seguir, diz que quando f € C' vale a reciproca: se
f’(x) é um isomorfismo para todo x € U entdo f é um difeomorfismo local.

Decorre da definicdo acima que um difeomorfismo local f : U — R™ € uma
aplicagdo aberta, isto €, aimagem f(A) de qualquer aberto A C U € um subcon-
junto aberto de R™. Com efeito, se tomarmos para cada x € A uma bola aberta
B, C A, com centro x, tal que f seja um difeomorfismo de B, sobre um aberto
V., CR" entdo A = |J B, e f(A) = f(UB,) = Uf(B,) = UV, é uma reuniéo

xeA
de abertos, logo é um aberto.
Observemos ainda que o difeomorfismolocal f : U — R™ é um difeomorfismo

(global) de U sobre o aberto V = f(U) C R™ se, e somente se, € uma
aplicacdo injetiva. <

Exemplo 2. Seja f : R? — R? definida por f(x, y) = (e* cosy, e* seny). Evi-
dentemente, f € C*°. Cada reta vertical x = a ¢ transformada por f, com
periodo 27 (isto é, f(a,y) = f(a,y) & y —y = 2kn, k € Z), sobre a cir-
cunferéncia de centro 0 e raio e¢“. Cada reta horizontal y = b € levada por f,
bijetivamente, sobre a semi-reta aberta que parte da origem e passa pelo ponto
(cosb, senb) € S'. A imagem de f é R? — {0}. Em termos da varidvel complexa
7z = x + iy, tem-se f(z) = e°. A aplicacdo f é um difeomorfismo local (mas
ndo global pois f(x,y 4+ 2m) = f(x, y)). Isto decorre do Teorema da Aplicagdo
Inversa (Teorema 4, a seguir), pois a matriz jacobiana

Jf(x,y) =[

e*cosy —e'seny
e*seny e*cosy

tem determinante e*, portanto # 0, logo f'(x, y) : R? — R? é um isomorfismo,
para todo (x, y) € R?. Podemos também chegar & mesma conclusdo observando
que se wy = f(zp) entdo o ramo da fun¢do complexa log w tal que log wy = z¢ é
uma aplicacdo inversa local de f no ponto wy = f(z0)-

Se I C R é um intervalo aberto entdo todo difeomorfismo local f : I — R é
um difeomorfismo (global) de / sobre J = f(I). <
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Teorema 1. Se o difeomorfismo f: U — V ¢é de classe C*(k > 1) entdo seu
inverso g = f~': V — U também é de classe C*.

Demonstracdo. (Indugdo em k). Para todo y = f(x) € V, temos g'(y) =
£/ 1™ = [ (f~"(y)]", portanto a aplicacio g’ : V — L(R™) = R™ se
exprime como a composta

g =nv)o fof!

onde Inv leva todo operador invertivel X : R” — R" noseuinverso X!, f': U —
L(R™), f’leva todo ponto x € U na derivada (invertivel) f'(x) : R" — R™ e

~1:V — U é aplicaciio inversa de f. Sabemos que Inv € C*. Portanto, se
f € Ckentdo f' € C*~!e, pelahipétese de indugio, f~! € C*~!,logo g’ € C*¥1,
como composta de trés aplica¢des de classe C*¥~!. Por definicdo, isto significa que
g € Ck. O

Teorema 2. Seja f : U — R" de classe C' no aberto U C R™. Se, para algum
a € U, aderivada f'(a) : R™ — R" éinjetiva entdo existem§ > 0ec > 0 tais que
B = B(a; 6) C U e, para quaisquer x,y € B tem-se | f(x) — f(¥)| = c|x — y|.
Em particular, a restricdo f|B é injetiva.

Demonstrac¢do. A fungdo u +— |f’'(a) - u| é positiva em todos os pontos u da
esfera unitdria S”~!, a qual é compacta. Pelo Teorema de Weierstrass, existe
¢ > Otal que | f/'(a) - u| > 2c paratodo u € S™~'. Por linearidade, segue-se que
|f'(a) - v| = 2c - |v] para todo v € R™. Para todo x € U, escrevamos

r(x) = f(x) = f@ - fl(a)(x —a).

Entéo, para x, y € U quaisquer, temos

fO)—f=f@- - @x—y)+rx)—r@).

Levando em conta que |u + v| > |u| — |v|, segue-se que

|f ) = fFD) |f'@ - x =)= 1r@x) —r(l

>
> 2c-|x—yl=1Ir(x) —r(I.

Observemos que a aplicacdo r, acima definida, € de classe C', com r(a) = 0. Pela
continuidade de r/, existe § > Otalque [x —a| < =x e Ue|r(x)| <c A
Desigualdade do Valor Médio, aplicada a r no conjunto convexo B = B(x; §) nos
assegura que se x,y € B entdo |r(x) —r(y)| < c|x — y|. Conseqlientemente,
x,y € B=[f(x) = fW| = 2clx —y| —clx — y|, ouseja, | f(x) — f(VI =
clx — y|, como queriamos demonstrar. O
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Teorema 3 (Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso). Seja f: U —
V um homeomorfismo diferencidvel entre os abertos U,V C R™. Se, para al-
gum x € U, a derivada f'(x) : R" — R™ ¢é um operador invertivel entdo o
homeomorfismo inverso g = f~' 1 V. — U é diferencidvel no ponto f(x), com

g(f)) =1 (1"

Demonstra¢do. Se x,x + v € U, escrevamos f(x) =ye f(x +v) =y + w.
Entdo
’ . r(v)
w = fx4+v)—fx)=f(x)-v+r(w) onde Ilim—=0 e

v—>0 |U|

vo= g(f(x+v)—g(f(x) =gy +w) —g®).

Para provar que f'(x)~! é a derivada de g no ponto y, escrevamos

gy +w) —g(y) =" w+sw) (%)
. s(w) : ~
€ mostremos que hrn0 ﬁ = 0. Entrando na igualdade () com as expressoes de
w— w

v e w acima obtidas, vem:

v= ') @) v+ r] +s@),

ou seja:
v=v+ /)7 r@) +s(w),
donde
@)= —f @7 r@), logo S =t T L
|w| vl wl

isto é:

sw) o () vl

wl = T e e o

(v)

Quando w — 0, tem-se v — 0 pela continuidade de g, logo LA 0. Além
v

disso, pelo Teorema 2, existem § > 0 e ¢ > 0 tais que |v| < & implica

|f(x +v)— f(x)| >c|v|], portanto T 1')?'_ ] < %

Assim, lim w =0. ]
w—0 |'LU|
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Corolariol. Se f:U — V ¢é um homeomorfismo de classe C* cuja
derivada f'(x): R™ — R™ ¢ invertivel para todo x € U entdo seu inverso
g=f"':1V = U édeclasse C*.

Com efeito, a derivada g’ : V — L(R™), dada por g'(y) = f'(g(y))~' para
cada y € V, pode ser escritacomo g’ = f’olInv og, onde a aplicagdo Inv, de classe
C®, é a inversdo de transformacdes lineares bijetivas e f' € C*~'. Admitindo,
por indugdo, que g € C*~!, resulta que g’ € C*~!, logo g € C*.

Teorema 4 (Teorema da Aplicacao Inversa). Seja f: U — R™ de classe
C*(k > 1) no aberto U C R™. Se a € U é tal que f'(a) : R" — R™ ¢ invertivel
entdo existe uma bola aberta B = B(a; §) C U tal que a restricdo f|B é um
difeomorfismo sobre um aberto 'V > f(a).

Demonstracdo. Diminuindo §, se necessério, no Teorema 2 podemos admitir que
B = Bla;8] C U e que f é injetiva no conjunto compacto B, logo é um ho-
meomorfismo de B sobre V = f(B). Pelo Teorema 3, basta entdo mostrar que
V C R™ é aberto. Seja entdo g = f(p), p € B. Chamando de S = S[a, §] a
esfera que é a fronteira de B, a injetividade de f|B assegura que ¢ ¢ f(S), logo
existe ¢ > 0 tal que | f(x) — ¢g| = 2¢ para todo x € S, pois f(S) é compacto.
Afirmamos que B(g;¢) C f(B). Com efeito, se y € B(q; ¢), entdo o minimo
de g(x) = | f(x) — y|, quando x varia no compacto B, nio é atingido num ponto
x € Spoisx € S = |f(x) —y| > eenquanto | f(p) —y| = |g — y| < &, com
p € B. Assim, ominimode | f(x) — y|, x € B é atingido num ponto xy € B. Pelo
lema a seguir, isto implica que esse minimo é zero, portanto y = f(x(), donde
y € f(B), ouseja, B(qg; e) C f(B). O

Lema 1. SejamU C R™ abertoe g : U — R" diferencidvel no pontoa € U, com
g'(a) : R" — R" sobrejetiva. Se a é um ponto de minimo local de |g(x)|, x € U,
entdo g(a) = 0.

Demonstra¢do. Se a é um ponto de minimo local para |g(x)|, serd também um
ponto de minimo local para a funcio ¢ : U — R, definida por ¢ (x) = | g(x)l2 =
(g(x), g(x)), logo ¢'(a) = 0. Mas, como ¢'(a) - v = 2(g'(a) - v, g(a) ), isto
significa que g(a) é ortogonal a imagemde g’(a), aqual é R". Logo g(a) = 0. [

Exemplo 3. Dadas as matrizes X, m € M (n xn), diz-se que x é uma raiz quadrada
de m quando x> = m. Nem toda matriz m possui raiz quadrada: como det(x?) =
(detx)?, uma condicio necessdria é que detm > 0. Mas esta condi¢do nio é
—1

1 -1
positivo, nio existe x € M(2 x 2) tal que x> = m. O Teorema 4 pode ser usado

suficiente pois € facil ver que, embora a matrizm = [ ] tenha determinante
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para mostrar que toda matriz préxima da identidade I, tem raiz quadrada. Com
efeito, consideremos a aplicacdo f : M(n x n) — M(n x n), f(x) = x?, de
classe C*°. Sua derivada num ponto X € M(n x n) € a transformagdo linear
f(x): R” — R, dada por f/(x) -m=x-m+m-x. Em particular, para
x = I, tem-se f'(I;) - m = 2m, logo f'(I,) : R™ — R™ ¢ um isomorfismo.
Segue-se do Teorema 4 que existe um aberto U em M (n x n), contendo a matriz
identidade, restrita ao qual f é um difeomorfismo sobre o aberto V = f(U).
Assim, para toda matriz y € V, existe uma Unica matriz x = ,/y € U tal que
x? =y. Além disso, a aplicacdo f~': V — U,y — VY, € de classe C*. <

Corolario 2 (do Teorema 4). Sejaa € U um ponto critico dafuncdo f : U — R,
de classe C* no aberto U C R". Se a matriz hessiana

2
Hf(a) = [ s (a)]

8)(1' 8x(,~

é invertivel entdo existe um aberto V, coma € V C U, no qual ndo hd outros
pontos criticos de f.

Com efeito, a matriz hessiana Hf (x) €, para todo x € U, a matriz jacobiana
da aplicacdo

a a
F:U— R" F(x) =grad f(x) = (a—fl(x),... 8){ (x)).

Como H f (a) éinvertivel, F é injetivanuma vizinhanca V > a, logo F (x) # F(a),
isto é, grad f(x) # O paratodox € V.

Quando grad f(a) = 0 e Hf(a) é invertivel, a chama-se um ponto critico
ndo-degenerado da fungdo f. O corolario acima diz que os pontos criticos ndo-
degenerados sdo pontos criticos isolados.

2 Varias Funcoes Implicitas

Os pontos do espaco R serdo representados sob a forma z = (x, y), onde
x=1,...,xn) ER"ey =(y,...,¥,) € R". Un difeomorfismo h : U —
V, entre abertos U,V C R™™" serd chamado de vertical quando for do tipo
h(x,y) = (x, hy(x,y)), ou seja, quando deixar invariante a coordenada x. O
inverso de um difeomorfismo vertical € ainda vertical.

Um difeomorfismo ¢ : U — V € usualmente interpretado como uma trans-
formagdo geométrica que aplica diferencialmente o conjunto U sobre o conjunto
V, de forma invertivel. As vezes, porém, é conveniente olhar para ¢ como uma
mudanga de coordenadas, em que as coordenadas do ponto x € U passam a ser
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aquelas da suaimagem y = ¢(x) € V. Sob este ponto de vista, o teorema a seguir
diz que se a derivada de uma aplicagio f, de classe C*, é sobrejetiva num ponto p
entdo € possivel obter (de modo bastante simples) um sistema de coordenadas, vé-
lido numa vizinhancga aberta Z de p, tal que, em termos dessas novas coordenadas,
a aplicag@o f assume a expressio

(x],---,xm,w],---9wn) = (wlv"'vwn)'

Teorema 5 (Forma Local das Submersoes). Seja f = (fi,..., fu) uma apli-
cagdo de classe CX(k > 1) de um aberto U C R™*" em R". Se, num ponto
p = (a,b) € U, a matriz

ofi ..
[a—f(p)] G,j=1,...,n)
Vj

é invertivel entdo existem abertos Z > pem R™™, V. 3 aemR", W > ¢ = f(p)
em R" e um difeomorfismo vertical h: V. x W — Z, de classe C*, tal que
f(h(x,w)) = w paratodox € V etodow € W.

R
¢
Va\w W
the: (0 )mrur e =6p)
Ve it
Figura 1.

Demonstragdo. Seja ¢ : U — R™ x R" a aplicacio de classe C* definida por
o(x,y) = (x, f(x,y)). A matriz jacobiana de ¢ tem a forma

I a
J‘”:[o b]’
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onde I € a matriz identidade m x m e amatrizn X n
afi
b=D>b(z) = [—f(z)]
ay;

é, no ponto p = (a, b), invertivel.

Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, ¢ é um difeomorfismo de um aberto Z > p
sobre um aberto de R” x R”", o qual podemos supor da forma V x W, onde
VCcCR"eW CR'coma e Vec= f(a,b) € W. O difeomorfismo inverso
h:V xW — Z édaforma h(x,w) = (x, hy(x, w)). Entdo, para qualquer
(x,w) e V x W, tem-se

(x,w) = @hx,w)) = @, ha(x, w))
= (x, f(x, ha(x, w)) = (x, f(h(x, w))),

logo f(h(x,w)) = w para qualquer (x,w) € V x W. ]

Dada f : U — R",declasse C K no aberto U ¢ R™*", a matriz de sua derivada
f'(p) : R™*" — R" tem n linhas e m +n colunas. Ela é a matriz jacobiana J f (p).
Dizer que a transformacao linear f'(p) é sobrejetiva significa afirmar que é possivel
escolher n dessas colunas de modo que a matriz n x n resultante seja invertivel.
No enunciado do teorema acima, as colunas escolhidas sdo as » dltimas porém isto
nada tem de essencial; trata-se apenas de simplificar a notacdo.

Quando a aplicag¢do f : U — R",com U C R™"", possui derivada sobrejetiva
f'(z) : R"™ — R" em todo ponto z € U, diz-se que f é uma submersdo. No
Teorema 5, a restri¢do de f ao aberto Z é uma submersao.

Com esta terminologia, podemos enunciar o

Corolario 3. Seja f : U — R" uma submersdo de classe C*, definida no aberto
U C R™™™. Para cada ponto z € U existem abertos Z C U, contendo z, W C R"
contendo ¢ = f(z), V. C R™ e um difeomorfismo h : V x W — Z de classe C¥,
tais que f(h(x, w)) = w paratodox € V etodow € W.

Como f/(z) : R™™ — R" é sobrejetiva, n das m + n colunas da matriz jaco-
biana Jf(g) s@o linearmente independentes, logo formam uma matriz invertivel
n X n. Se essas forem as ultimas colunas, o corolario € meramente o Teorema 5.
Se nao forem, modificamos ligeiramente a demonstracdo daquele teorema, permu-
tando inicialmente as coordenadas em R™*" de modo que as n colunas linearmente
independentes de J f(z) sejam agora as ultimas. (|

Teorema 6 (Teorema das Fungées Implicitas). Seja f = (f1,..., fu): U —
R" de classe C* no aberto U C R™". Suponhamos que, no ponto p = (a, b),
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com f(p) =c, amatrizn X n

ofi .
[al(p)} @ j=1,...,n)
Vi

seja invertivel. Entdo existem Z C U, aberto contendo p, V C R™, aberto con-
tendoa, e & : V — R" de classe C*, com £(a) = p, com a seguinte propriedade:

[(x,y)eZef(x,y):c] <:>[xe Vey:é(x)].
A equivaléncia acima significa que f~'(c) N Z é o grdfico de &, isto é,
fTHONZ={kx, 60 x eV}

Demonstracdo. Sejam Z, V, W e h como no Teorema 5. Definamos £ : V — R”
pondo &£(x) = hy(x,c),onde hy : V x W — R”" € a segunda coordenada de #,
ou seja, h(x,w) = (x, ho(x, w)). Assim, (x,y) € Z = x € Ve (x,y) =
h(x,w),w € W. Se, além disso, tem-se f(x,y) = centdo ¢ = f(x,y) =
f(x,&(x)) ey =&(x). Resumindo: (x,y) € Ze f(x,y) = c implicamx € V
ey = &(x). Reciprocamente, Se x € V ey = £(x) entdo y = hy(x,c) e

f,y) = flx, ha(x, 0)) = f(h(x, c)) =c. O
O corolério abaixo € uma reformulagcdo mais intrinseca do Teorema 6.

Corolério 4. Seja f : U — R" de classe C* no aberto U C R"*". Se, no ponto
p € U, com f(p) = c, aderivada f'(p) : R"*" — R" é sobrejetiva entdo existe
um aberto Z C U, com p € Z, tal que f~'(c) N Z é o grdfico de uma aplicacdo
&:V — R declasse Ck num aberto V.C R™.

A abordagem cldssica do Teorema das Fun¢des Implicitas era a seguinte: “Se

fi, .., fn s@0 fungdes reais de m + n varidveis, k vezes continuamente diferen-
ciaveis, e p = (ay, ..., ay, b1, ..., b,) é uma solugdo particular do sistema de
equagoes

Jixr, oo X Yy Ve = €1

L& X Y ) =0

fn(-xl» ’-xm,y]a ... ’yn) = Cn,

sendo a matrizn X n

of;
[W)]
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invertivel, entdo as equagdes acima definem, de modo Unico, na vizinhanca do

ponto p em R™*" as variaveis yi, ..., y, como fungdes de classe Ck das varidveis
Xiy oo X i1 =610 X)), s Y =5 (X0, X))

Escrevendo x = (x1,...,x,) e E(x) = (§1(x), ..., & (x)) tem-se, para cada
i=1,...,n,comx numa vizinhancade a = (aj, ..., a,):

fitx, 61(x), ... 6. (x)) = ¢, ou fi(x,E(x) =¢;.

Derivando cada uma dessas n identidades em relagdo a x;, vem:

%_Fia_fl%:o

j=1, ,m
0x; o dyr  0x;
Em termos matriciais, isto significa que
A [ah R [ ]
ax; g1 Oy ax;
fn afn 3fn d&n
| 9x; [ Oy dyn ] LOx; |
ou seja:
[ 961] A 0fi7™ [3A]
0x;j ayr T Oy 0x;
9&n afn dfn fn
L9 ] Ly ya [ 3 ]
. . . 0§ . .
Isto exibe as derivadas parciais Fy a partir de f1, ..., f,, sem ser necessario
x .
conhecer explicitamente as fungdes &, ..., &,.

Sob o ponto de vista da Algebra Linear intrinseca, a fim de mostrar como a
derivada &’(x) : R™ — R" pode ser calculada quando se conhece f mas nio &
explicitamente, € preciso estender o conceito de derivada parcial.

As transformagdes lineares

0 0
Vg rmosr o Yoror
ox ay
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cujas matrizes nas bases canonicas dos espagos euclidianos em questio sdao

af; dfi
[—(Z)] eEMn xm) e |:—(z):| e M(n x n)
dx; 9y,

sdo chamadas as derivadas parciais de f no ponto z, relativamente a
decomposi¢io R"™*" = R™ @ R", obtida ao se escrever cada z € R"*" sob a forma
2= (X1, Xms V1, -+ Yn). Assim, %(z) ¢ a restri¢do da transformacdo linear
f'(z) : R™™" — R" ao subespagco R” C R™*" formado pelos vetores (x, 0) e
a—f(z) ¢ a restri¢do de f'(z) ao subespago R™ que consiste nos vetores da forma

(0, ). Para todo vetor

w=(u,v) e R"™, tem-se f'(z) -w= %(z) -u+ g(z) .
ox ay

Usando estas derivadas parciais, a Regra da Cadeia nos permite concluir, a
partir da identidade f (x, §(x)) = O paratodo x € V, que

0 a
3_f(z)+—f(z)-$’(X)=0, com z=(x,&(x)).
X dy
Logo
R VPN
§(x)=— [5(2)] : a—x(Z),

ainda com z = (x, £(x)). Note que a hip6tese do Teorema das Fun¢des Implicitas
0
assegura que a transformacao linear a—f(z) : R" — R” € invertivel para todo z na
y
vizinhanga de p.
Exemplo 4. Diz-se que o nimero complexo ¢ é uma raiz simples do polindmio p
quando se tem p(z) = (z — ¢)q(z) com g(c) # 0. O Teorema 4 pode ser usado
para mostrar que as raizes simples de um polindmio dependem diferenciavelmente

dos coeficientes desse polindmio. A fim de provar isto escrevemos, para cada
a=(ay,...,a,) € C"T' =R 2 ecadaz e C =R?,

pa(Z) - p(aOa 7anaZ) :a0+alz+~~~ +anzn
~ ap .
Entéo, de p,(z) = (z — ¢)g(z) resulta B_(C) = p.(2) = q(c), logo a matriz
Z

. . 0 . . , . -
jacobiana (real) 2 x 2, 3—p(c), ¢ invertivel, por ser a matriz da transformacado
z
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linear de R? que consiste na multiplicacdo pelo niimero complexo ndo-nulo g(c).
Portanto, em virtude do Teorema 4, existem bolas abertas B = B(a; ¢) em C"*!
e B’ = B(c; §) em C tais que, para todo b € B, o polindmio p;, possui uma tnica
raiz £(b) € B’, a qual é simples, e a aplicacio &£ : B — R?, assim definida, é de
classe C*°. <



Capitulo 7

Superficies Diferenciaveis

1 Parametrizagcoes

Uma imersdo do aberto U C R™ no espaco R" € uma aplicacio diferencidvel
f: U — R" tal que, para todo x € U, a derivada f'(x) : R" — R" é uma
transformacdo linear injetiva. Isto, naturalmente, s6 pode ocorrer quando m < n.

Quando m = n, toda imersdo de U C R"”™ em R” € um difeomorfismo local.
Em geral, para m < n quaisquer, o Teorema 2 do Capitulo 6 assegura que toda
imersdo € uma aplicagcdo localmente injetiva.

Exemplo 1. Se /I C R é um intervalo aberto, as imersdes f : I — R" sdo o que
chamamos no Capitulo 2 de caminhos regulares. Assim, por exemplo, f : R —
R?, definida por f(t) = (3 — ¢, t*) é uma imersio de R no plano, a qual nio é
injetiva, pois f(—1) = f(1) = (0, 1).

Figura 1.

Uma parametrizagdo de classe C* e dimensdo m de um conjunto V C R" é uma
imersdo ¢ : V, — V de classe C* que é, a0 mesmo tempo, um homeomorfismo
do aberto V,, C R™ sobre V. <
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Exemplo 2. Dada uma aplicacdo f : V, — R”", de classe C* no aberto V, C R™,
seja V = {(x, f(x)); x € V,} C R™" o grificode f. A aplicagio ¢ : V, — V,
dada por ¢(x) = (x, f(x)), é uma parametrizagdo de dimensdo m e classe C* do
conjunto V. C R™*", Com efeito, se chamarmos de IT : R"*" — R™ a projec¢do
sobre as m primeiras coordenadas, a igualdade IT o ¢ = idy, mostra que ¢ € um
homeomorfismo, cujo inverso € a restricdo I1|V e, em virtude da Regra da Cadeia,
que IT - ¢'(x) = idgm, logo ¢'(x) : R™ — R™*" & injetiva, para todo x € V,,
portanto ¢ € uma imersao. <

Exemplo 3. Uma imersdo ¢ : V, — V pode muito bem ser bijetiva sem ser um
homeomorfismo, logo ndo € uma parametrizagdo de V. Um exemplo disso pode
ser obtido tomando a restricdo do caminho f, visto no Exemplo 1 acima, ao
intervalo (—1, +00) C R. O caminho ¢ : (—1, +00) — R2, dado por ¢(t) =
(t3—t, t?), é umaimersio C™ bijetiva do intervalo (—1, +00) em R? mas ndo é uma
parametrizacdo da sua imagem V pois a fungio inversa ¢! : V — (=1, +00) é
descontinua no ponto (0, 1) € V. Com efeito, se (¢,) € uma seqiiéncia decrescente
de ndmeros reais com lim 7, = —1, vemos que lim ¢(¢,) = (0, 1) = ¢(1) sem que
se tenha lim¢, = 1. <

Figura 2.

Exemplo 4. Seja N = (0,...,0,1) o polo norte da esfera unitiria S" =
{x e R*™: (x,x) = 1}. Pondo V = §" — {N} e V, = R”, o homeomorfismo
¢ : V, = V, inverso da projecdo estereografica &, (vide Exemplo 16, Capitulo 1),
¢ uma parametrizacdo. Evidentemente, ¢ é de classe C*™ e sua inversa & : §" —
{N} — R" € arestricdo de uma aplicagdo C* (cujo dominio € o aberto U = {x €
R**!: x,41 # 1}). A igualdade & o ¢ = idgs mostra, via Regra da Cadeia, que ¢
€ uma imersdo, o que completa a verificagao. <
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2 Superficies diferenciaveis

Um conjunto M C R" chama-se uma superficie de dimensdo m e classe C* quando
todo ponto p € M estd contido em algum aberto U C R"talque V. =U NM
¢ a imagem de uma parametrizacio ¢ : V, — V, de dimensdo m e classe C*. O
conjunto V € um aberto em M, chamado uma vizinhanca parametrizada do ponto
p. Escreve-se m = dim - M.

Observacgao. Na defini¢@o acima, supde-se tacitamente k > 1. Mas teria sentido
considerar superficies de classe C°. Bastaria admitir “parametrizagdes de classe
C?”, que sdo meramente homeomorfismos ¢ : V, — V de abertos V, C R”
sobre abertos V' C M. As superficies de classe C? sdo estudadas na Topologia.
Seu interesse em Andlise é reduzido, principalmente porque ndo possuem espagos
tangentes.

Quando dim -M = 1, a superficie M chama-se uma curva.

Exemplo 5. Como R’ = {0} reduz-se a um ponto, uma superficie de dimensao 0
em R” é simplesmente um conjunto discreto. No extremo oposto, as superficies
de dimensdo n em R” sdo os subconjuntos abertos, pois a imagem de uma para-

metrizacdo de dimensdo n em R” € aberta, em virtude do Teorema da Aplicagéo
Inversa. <

Exemplo 6. A esfera S" é uma superficie de dimensdo n e classe C*® em R"*!,
Com efeito, a inversa da projecdo estereografica € uma parametrizagdo ¢ : R* —
S§" — {N}. Para obter uma vizinhanca parametrizada do polo norte N, basta con-
siderar —¢ : R" — S§" — {N*}, onde N* = —N € o polo sul. <

Exemplo 7. O produto cartesiano M x N de duas superficies M C R" e N C
RF é uma superficie em RrH* poissep:V, >V CMevy: W, > W C
N s@o parametrizagdes entdo £ : V, x W, — V x W C M x N, dada por
E(x,y) = (p(x), ¥(y)), € uma parametrizagdo. Evidentemente, dim(M x N) =
dim M +dim N. Em particular, o toro m-dimensional T™ = §' x - - - x S!, produto
cartesiano de m circulos, é uma superficie de dimensdo m e classe C* em R*". 4

Exemplo 8. O gréfico de uma aplicagdo f : U — R", de classe C* no aberto
U c R™, é uma superficie M = {(x, f(x)) € R"™; x € U}, de dimensio
m e classe C*¥ em R™*". Com efeito, M é a imagem da tinica parametrizagio
p:U—> M, ox)=(x, f(x)). <

Ser uma superficie € uma propriedade local: se todo ponto p € M estéd contido
num conjunto V. C M, aberto em M, o qual é uma superficie de classe C* e
dimensdo m, entdo o conjunto M C R" é uma superficie de dimensio m e classe C.
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Em particular, se M é localmente o grifico de uma aplicagdo f : V, — R", de
classe C¥ num aberto V, ¢ R™, entio M C R™*" é uma superficie de classe Cke
dimensdo m. Assim, por exemplo, as hiperficies, conforme definidas no Capitulo
4, sdo superficies de dimensdo n — 1 em R”.

Quando M C R" é uma superficie de dimensdo m, costuma-se dizer que M
tem co-dimensdo n — m. Portanto, hiperficies sdo superficies de co-dimensao 1.

No teorema abaixo, M é uma superficie de dimensio m e classe C¥ em R”. Por
“uma projecao I1 : R" — R™” entendemos a aplicacdo dada por I1(xy, ... , x,) =
(xi;5 ... ,xi,), definida a partir da escolha de m indices i; < ... < i,,, compreen-
didos entre 1 e n.

Teorema 1. Seja ¢ : V, — V uma parametrizacdo em M. Para cada p =
©(x,) € V existe uma projecdo I1 : R* — R™ tal que I1 o ¢ aplica um aber-
to Z,, com x, € Z, C V, difeomorficamente sobre um aberto W, C R™.

d¢; . .
Demonstra¢do. A matriz jacobiana |:8i(xo):| € M(n x m) tem m linhas li-
-

j
nearmente independentes, de indices i} < i, < ... < i,. Essas linhas for-

0@,
Xj
projecdo IT: R" — R™. Observando que J é a matriz jacobiana da aplicagdo
[Mog:V, > R" oTeorema 1 resulta imediatamente do Teorema da Aplicacio
Inversa. O

mam a matriz m X m invertivel J = [ (xo):| e os indices i; definem uma

Figura 3.

Corolario 1. Toda superficie de classe C* é localmente o grdfico de uma aplicacdo
de classe C*.

Com efeito, usando a notag¢do do Teorema 1, escrevamos os elementos de R"
sob a forma z = (y, y), onde y = I1(z). Ponhamos também W = ¢(Z,). Entdo
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a aplicacio v = ¢ o (ITo ¢)~!: W, — W é uma parametriza¢io. Além disso,
paratodo y € W, tem-se

O ()=o) o(Mop) ' (y) =y, logo ¥(y) =)

Assim, W é o grifico da aplicacdo de classe C*, f : W, — R"™™, dada por
Fo) =y O

Corolario 2. Seja M C R" uma superficie de classe C* e dimensdo m. Se uma
aplicagdo f : V, — R", de classe C* no aberto V, C RP, tiver sua imagem
f(V,) contida na vizinhanca W C M, parametrizada por & : W, — W, entdo
v~ lo f:V,— R"éuma aplicacdo de classe C*.

Com efeito, para cada ponto x, € V,, com f(x,) = ¥(y,), existe, pelo Teo-
rema 1, uma projecdo IT : R” — R™ tal que IT o ¢ é um difeomorfismo de uma
vizinhanga de y, sobre um aberto de R™. Entdo, numa vizinhanga de x,, podemos
escrever

v lof={oy) oMo f,

logo ¥~! o f é de classe C*. O

Sejam ¢ : V, — V ey : W, — W parametrizagcdes numa superficie M,
de classe C* e dimensdo m. Suponhamos que V N W # @. Entdo todo ponto
p € VNW pode escrever-se como p = ¢(x), x € V,,oucomo p = ¥ (y),y € W,
isto é, pode ser representado pelos m pardmetros que sdo as coordenadas de x ou
pelas m coordenadas de y. A correspondéncia x +— Yy, definida pela relacdo

@(x) = ¥ (y), é aaplicagdo
Yo (VAW) — (VA W),
chamada mudanca de parametrizacdo.

Corolario 3. Numa superficie de classe C¥, toda mudanca de parametrizacdo
¢~ o @ é u difeomorfismo de classe C*.

Com efeito, pelo Coroldrio 2, ¥ ~' o ¢ é uma aplicacdo de classe C*. Pelo
mesmo motivo, sua inversa ¢! o Y também € de classe C*. Logo ¥~ o ¢ é um
difeomorfismo. 0

Exemplo 9. O conjunto M = {(x,x*3); x € R}, grifico da funcio f: R —
R, f(x) = x*3 ¢ uma curva de classe C' em R?: a aplicagio ¢ : R — RZ,
dada por ¢(x) = (x, x*?), é uma parametrizacdo (global) de M. Cabe observar,
porém, que se V C M contém o ponto (0, 0), ndo pode existir uma parametrizacio
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®
T S
VT

Figura 4.

V¥ :V, — V declasse C¥ com k > 1. Com efeito, se uma tal v existisse
entdo o préprio conjunto V seria uma curva de classe C* logo, pelo Corolario
1, uma vizinhanca W do ponto (0,0), com W C V, seria o gridfico de uma
funcdo g : W, — R, de classe Ck. Neste caso, para todo x € W, teriamos
(x,g(x)) e W C M,logo g(x) = x*/3, mas x*3 é apenas de classe C'. Assim,
M 1 ao é uma curva de classe C2. <

3 O espaco vetorial tangente

Seja p um ponto da superficie M, de dimensdo m e classe C¥ em R". O espaco
vetorial tangente a M no ponto p € um subespago vetorial 7, M C R", que pode
ser visto sob dois aspectos:

1) T,M é o conjunto dos vetores-velocidade v = A’(0) dos caminhos diferen-
cidveis A : (—e&, &) — M, tais que L(0) = p.

2) T,M = ¢'(x,) - R" é a imagem da derivada ¢'(x,) : R" — R", onde
¢ : V, = V € uma parametriza¢do em M, com ¢(x,) = p.

A primeira descri¢ao de T, M € intrinseca (n@o depende de escolhas arbitrérias)
mas ndo deixa claro que se trata de um subespago vetorial de R”. Pela segunda
descrigdo, T, M é obviamente um subespago vetorial de R" mas ndo € evidente que
para outra parametrizacdo v : W, — W, com ¥ (y,) = p, se tenha ¢'(y,) - R" =
@' (x,) - R™.

As duvidas ficardo sanadas se mostrarmos que os conjuntos definidos em 1) e
2) sdo o mesmo. Para ver isto, comecemos com o vetor-velocidade v = A'(0) de
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um caminho diferenciavel A : (—¢&, &) — M, com A(0) = p. Restringindo &, se
necessario, podemos admitir que a imagem de A esteja contida na imagem V de
uma parametrizacdo ¢ : V, = V C M, com ¢(x,) = p. Entdo, pelo Corolério 2,
w=¢ 'or: (—e, &) = V,éumcaminho diferencidvel em R, com 1(0) = x,.
Pondo u = u’(0), temos

@' (xp) U =09 (x,)- (@ o) ()= (@ogp o) (0)=1(0)=v.

Portanto todo vetor v = A’(0) pertence a imagem ¢’ (x,) - R™ de R™ pela derivada
de alguma parametrizag¢do ¢ : V, - V,com p € V.

Reciprocamente, se v = ¢’(x,) - u entdo, como u = w'(0), onde u : (—¢, &) —
V, é dado por u(t) = x, +t - u, temos v = A'(0) com A : (—¢,&) — V,A(t) =
@(u(t)), logo v estd no conjunto definido em 2).

Como toda parametrizagdo ¢ é uma imersdo, a derivada ¢'(x,) : R" — R”
¢ uma transformagcao linear injetiva, logo sua imagem ¢'(x,) - R" = T,M é um
subespago vetorial m-dimensional de R”".

Os vetores

99 () = 9'(xo) e, .., 9 () = @' (%) - em
x4 Xy
formam uma base de T, M, chamada a base associada a parametriza¢do ¢.

A seguir estenderemos, para superficies quaisquer, o Teorema 3 do Capitulo 4,
provado para o caso de co-dimensdo 1.

Seja f : U — R" uma aplicagéo diferenciével, definida no aberto U C R™*",
Um ponto ¢ € R”" chama-se um valor regular de f quando, para todo x € U
tal que f(x) = c, a derivada f’(x) : R"*" — R" é uma transformagdo linear
sobrejetiva.

Observe-se que, para n = 1, a transformacgdo linear f'(x) : R"*! — R &
sobrejetiva se, e somente se, € diferente de zero, ou seja, grad f(x) # 0. (Vide
Exemplo 2, Capitulo 5.) Portanto esta defini¢do de valor regular estende a que foi
dada anteriormente.

Teorema 2. Seja ¢ € R" um valor regular da aplicacdo f : U — R", de classe
C* no aberto U C R"™". A imagem inversaM = f~'(c) ={x e U; f(x) =c} ¢
uma superficie de classe C* e dimensdo m em R™". O espago vetorial tangente
T,M, em cada ponto p € M, é o niicleo da derivada f'(p) : R"™" — R".

Demonstragdo. Pelo Corolério 4, Capitulo 6, M = f~!(c) é localmente o gréfico
de uma aplicacio de classe C¥, logo é uma superficie. Além disso, para p €
M, todo vetor v € T,M é da forma v = A’(0), onde A : (—¢&,&) — M é um
caminho diferenciavel, com A(0) = p. Logo f'(p) - v = (f o 1) (0) = 0 pois
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foA:(—¢, &) — R"é€constante, igual a c. Portanto 7, M esta contido no nicleo
de f'(p). Como f'(p) é sobrejetiva, esse nicleo tem dimensédo m e entdo € igual
aT,M. L]

Exemplo 10. Seja O(R") o grupo ortogonal, formado pelas matrizes x € M (n x
n), tais que xx* = I,, (matrizes ortogonais). Usaremos o Teorema 2 para mostrar
que O(R") é uma superficie (compacta) de classe C* e dimensdo n(n — 1)/2
em R, Sejaentdo f : M(n x n) —> S(R") a aplicacdo definida no conjunto
das matrizes n x n, com valores no conjunto das matrizes simétricas n x n, pela
féormula f(x) = x - x’. J4 costumamos fazer a identificacdio M (n x n) = R,
Agora identificaremos S(R") com R""*+D/2 pois uma matriz simétrica n x n fica
determinada pelos seus elementos da diagonal e acima dela, em nimero de n +
m=-—1)4+---4+24+1=n(+1)/2. Assim, escrevemos f : R" — RA+D/2 ¢
temos O(R") = f~!(I,). Resta apenas verificar que a matriz identidade I,, é um
valor regular de f. Tomando um ponto arbitrario de f~'(I,), isto é, uma matriz
ortogonal x, sabemos que a derivada f/(x) : R" — R"®+D/2 ¢ 4 transformagdo
linear que toda v € R" faz corresponder f'(x) -v = v-x’ +x-v!. Para
provar que f’(x) é sobrejetiva, seja dada s € R""+D/2. Tomando v = sx/2 temos
f/x)-v=sx-x""/2+xx!.s/2 =5s/2+5s/2 =s. (Lembre que s’ =s.) Vale
dim OR") =n?> —n(n+1)/2 =nn — 1)/2. <

Observemos, emrelacdo ao Exemplo 10, que o espago vetorial tangente a O (R")
no ponto I,, € o conjunto das matrizes anti-simétricas n X n, isto €, matrizes v tais
que v+ v7 = 0. Com efeito, sendo a derivada f’(L,) : R"" — R +1/2 dada por
vi> v -II' + 1, . vl = v+ v, vemos que o nicleo de f'(I,), ou seja, o espago
vetorial tangente a O (R") no ponto I,,, € o conjunto das matrizes anti-simétricas.

Exemplo 11 (Ainda uma vez a esfera). Seja f: R"*! — R definidapor f(x) =
(x,x). Como f’(x)-v = 2(v,x), vemos que, para todo x # 0 em R"*! a
derivada f'(x) : R*"! — R & # 0, logo é sobrejetiva. Como f(x) =0 < x =0,
conclui-se que todo ¢ # 0 em R é valor regular de f. Se ¢ < Oentdo f~'(c) = @.
Se ¢ > O entdo f~'(c) é a esfera de centro O e raio \/c. <

4 Superficies orientaveis

Como no caso de hiperficies (co-dimensao 1), tratado no Capitulo 4, cabe observar
que nem toda superficie em R" pode ser obtida como imagem inversa de um valor
regular.

Com efeito, se M = f~'(¢) é a imagem inversa do valor regular
¢ € R" pela aplicacdo f: U — R", de classe C¥ no aberto U C R™*" en-
tdo, chamando de f1,..., f, : U — R as fungdes-coordenada de f, vemos que
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grad fi, ..., grad f, : U — R™*" s3o campos de vetores de classe C*~!, com as
seguintes propriedades:

1) Paratodo x € M, os vetores grad fi(x), ..., grad f,(x) sdo ortogonais ao
espaco vetorial tangente T, M. (Diz-se entdo que os grad f; sdo campos de
vetores normais a M.)

2) Paratodo x € M, os vetores grad fi(x), ..., grad f,(x) sdo linearmente
independentes.
A afirmacgdo 1) resulta do fato de que, para cadai = 1,...,n, a funcio

fi : U — R € constante ao longo de M. Todo vetor v € T, M, parax € M
qualquer, é o vetor-velocidade v = A’(0) de um caminho A : (—¢, &) — M, logo
fioA: (—e,&) > Réconstante. Dai, (grad f;(x),v) = (f; o A)'(0) = 0.

Por sua vez, a afirmacdo 2) € equivalente a dizer que ¢ é um valor regular
de f, pois grad fi(x), ..., grad f,(x) s@o os vetores-linha da matriz jacobiana

%(x) € M(n x (m 4+ n)). Sua independéncia linear significa que esta matriz,
para]todo x € M, tem posto n, logo f'(x) : R — R" é sobrejetiva.

Mas nem toda superficie M C R™*", de co-dimensdo n, admite n campos
continuos linearmente independente de vetores normais. Uma condi¢ao necesséria
para isto é que M seja orientdvel, conforme mostraremos agora.

Um atlas numa superficie M € um conjunto de parametrizagdes ¢ : V, — V
cujas imagens V cobrem M. Duas parametrizacdes ¢ : V, - Vey : W, - W
dizem-se compativeis quando VW = @ouquando VNW # ey !o
o " (VNW)— ¢y~ 1(V N W) tem determinante jacobiano positivo em todos
ospontos x € ¢~ '(VNW). Umatlas A na superficie M chama-se coerente quando
duas parametrizacdes quaisquer ¢, ¥ € A sdo compativeis. Uma superficie M
chama-se orientdvel quando admite um atlas coerente.

Teorema 3. Se uma superficie M C R™*", de co-dimensdo n, admite n campos
continuos linearmente independentes de vetores normais vy, ... , v, : M — R™t"
entdo M é orientdvel.

Demonstracdo. Seja A o conjunto das parametrizagdes ¢ : V, — V em M tais
que V, é conexo e, para todo x € V,, a matriz

de

9
®(x) = [%(x),... o

(), vi(p(x)), ..., vn(fﬂ(X))] :

cujas m+n colunas sdo os vetores de R"*" af indicados, tem determinante positivo.
Como V, é conexo e os campos v; sdo continuos, para ser ¢ € A basta que
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det ®(x) > O para algum x € V,. Se for det ®(x) < 0, escrevemos x* =
(—=x1,x2, ... ,Xp) quando x = (X1, X2,...,X,) e pomos V' = {x*;x € V,}.
Entdo ¢* : V' — V,dadapor ¢*(x) = ¢(x*), € uma parametriza¢do cuja imagem
ainda é V mas det ®*(x) > 0. Isto mostra que A é um atlas em M. Sejam
p,pec A,como:V, > V.¢p: W, > WeVNW # 2. Pondoé =y~ 'o
e o ' (VNW) = v (VN W), temos ¢ = ¢ o £. A Regra da Cadeia nos d4,
parax € g ' (VN W)ey =E(x):

dg - Y ,
37}.06) = ;aij(x)a_y,-(y)’ ji=1...,m,

onde a(x) = [a;;(x)] € a matriz jacobiana de & no ponto x. Em termos matriciais,
estas igualdades significam que

a(x) 0

®(x) = ¥(x)-A(x), onde A(x):[ 0 I

i|€M((m+n) X (m + n))

e I = matriz identidade n x n. Entao det ®(x) = detW(x) - det a(x) e dai
det a(x) > 0. Logo as parametrizagdes ¢, ¥ € A sdao compativeis. O atlas A é
coerente e a superficie M € orientdvel. 0

Corolério 4. Se M = f~'(c) éaimagem inversa de umvalor regular da aplicacdo
f:U — R declasse C K no aberto U ¢ R™" entdo M é uma superficie m-
dimensional orientdvel.

Assim, por exemplo, o grupo ortogonal O (R") é uma superficie orientdvel.

Para co-dimensdo 1, vale a reciproca do Teorema 3. Ela resulta da existéncia
do produto vetorial w = v; X ... x v, de n vetores em R"*!, que descreveremos
agora.

O produto w = v; X ... x v, éigual a zero quando vy, ... , v, sdo linearmente
dependentes. Caso contrdrio, w é ortogonal ao subespaco gerado por esses n
vetores, tem comprimento igual ao volume do paralelepipedo n-dimensional por

eles determinado e seu sentido € dado pela condi¢do det [vy, ... , v,, w] > 0.
Em termos formais, sejam = [vy, ... , v,] amatrizn x (n 4+ 1) cujas colunas
sdo os vetores dados. Paracadai =1, ... , n, indiquemos com m; a matrizn X n

obtida de m omitindo a i-ésima coluna. Entdo o produto vetorial w = vy, X ...xv,
¢ definido por

n
w = ><...xvn=Z(—1)i+1detm,~~ei.

i=1
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O desenvolvimento de Laplace de um determinante em relagcdo a sua dltima
coluna mostra que, para todo vetor z € R"*!, tem-se

(vy X ... X v,,z)=det[vy,...,v,,z].

Esta tltima igualdade mostra que, de fato, v; x ... X v, = w é ortogonal a
Vi, ..., Uy, que é zero quando esses vetores sdo linearmente dependentes e que
det[vy,...,v,, w] > 0 no caso contrario. Além disso, sabe-se que o volume
(n + 1)-dimensional do paralelepipedo cujas arestas sio vy, . .. , v,, w é o produto
do volume n-dimensional V, de sua base (a qual tem vy, ... , v, como arestas)

pelo comprimento de sua altura, que € |w|, pois w é ortogonal a essa base. Logo

lw|-V, = vollvy,...,v,,w] = |det[vy,...,v,, w]|
= (v X...XV,w) = |w|2.
Simplificando, vem |w| = V,,, ou seja, o comprimento do produto vetorial v; x

... X v, € o volume n-dimensional do paralelepipedo cujas arestas sdo os vetores
VUlyeev y, Uy,

Concluindo estas consideragdes sobre o produto vetorial, mostraremos agora
que se {u;,...,u,} e {vy,...,v,} sdo bases do subespaco vetorial E C R"*!
e se a = [a;;] ¢ a matriz de passagem da primeira para a segunda, isto ¢, v; =

n
2 (l,‘jui(j = 1, e ,n), entao
i=

Vi X...Xv,=deta-u; X...xXu,.

Com efeito, como ambos estes produtos vetoriais sdo ortogonais ao subespago
E c R""!, que tem co-dimensdo 1, eles sdo miiltiplos um do outro. Entio,
fixando os vetores uy, ... , u,, definimos duas formas n-lineares alternadas f, A
em E, pelas condi¢des

VI X oo XU, = f(U, ., 0) Uy X oo XUy
n
€ A(U],... ,vn)=det[aij] se vj=Zaijul~, ]=1, , .
i=1

Sabe-se (v. “Algebra Linear”, pdg. 261) que as formas n-lineares alternadas
num espaco de dimensdo n constituem um espaco vetorial de dimensdo 1. Logo
existe c € Rtalque f = c-A,ouseja, f(vy, ..., v,) = c-det[q;;] para quaisquer
Vi,...,V, € E. Tomando v{ = uy,...,v, = u,, temos f(uy,...,u,) =1le
Ay, ... ,uy) =1,logoc=1edal f = A,istoé,

vV, X...Xvy,=deta-u; X...xu,,

n
onde a=[a;] e vjzg ajjui, j=1,...,n.
i=1
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Teorema 4. Toda superficie orientdvel de co-dimensdo 1 admite um campo con-
tinuo de vetores normais ndo-nulos.

Demonstragdo. Seja M C R™*! orientdvel de dimensdo n. Para toda parametriza-
cdog : V, — V pertencente ao atlas coerente A, o qual caracteriza a orientabilida-
de de M, definamos o campo continuo de vetores normais unitdrios u : V — R"*!
pondo, em cada ponto p € V,

9 9
wip) = Lx)x.. . x 2

3 (X)), x=¢"'(p) €V,, e up)=w(p)/lwp)l.
X1 0x,

Se ¥ : W, — W for outra parametrizacdo pertencente a A entdo ¢ e ¥ sdo
compativeis. Assim, se V N W # &, paratodo p € VN W, com

d d
z2(p) = —"”(y) X oo X 1/’<y>, y=v"'p) eW,,
ayl ayn

como vimos acima, temos w(p) = det a-z(p) onde a é amatriz jacobiana, no ponto
x, da mudanca de parametrizacdo ¥ ! o ¢. Logo det a > 0 e, consegiientemente,

w(p) _ z(p) — u(p)
lw(p)| [z(p)I '

Deste modo, o campo unitrio normal u : M — R"t! estd bem definido e é,
evidentemente, continuo. O

O Teorema 4 mostra que a defini¢do de hiperficie orientdvel dada no Capitulo
4 é compativel com a definicdo geral dada aqui.

Exemplo 12. Todo subconjunto aberto A de uma superficie orientavel M € ainda
uma superficie orientdvel. Com efeito, se /A € um atlas coerente em M entdo
as restricoes ¢ | (V, N ¢~'(A)) — V N A das parametrizacdes ¢ : V, — V
pertencentes a A, com V N A # &, formam um atlas coerente em A. Portanto
se uma superficie bidimensional M contém uma faixa de Moebius entdo M nao é
orientdvel. <

Exemplo 13. O produto M x N de duas superficies M e N é uma superficie
orientdvel. Com efeito, se A e B sdo atlas coerentes em M e N respectivamente
entdo as parametriza¢des do tipo ¢ x £:V, x W, — V x W, definidas por
(@ x &)(x,y) = (p(x),E(y)), onde ¢ € A e £ € B, formam um atlas em
M x N, o qual é coerente pois ( x {) lo(px &) =W lop)x (t7'0&)eo
determinante jacobiano de (¥ ~! o @) x (! 0 &) é o produto dos determinantes
jacobianos de ¥ ~' o e ¢ 7! 0 &. Reciprocamente, se o produto M x N é orientdvel
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entdo tomamos um atlas coerente A em M x N e fixamos, de uma vez por todas,
uma parametrizagdo £ : Z, — Z em N. O conjunto B das parametrizacdes
o:V, > Vem Mtaisque ¢ x §:V, x Z, — V x Z é compativel com
todas as parametrizacdes pertencentes a A € certamente em atlas em M. Além
disso,se @ : V, - Ve : W, — W pertencem a B, com V N W # &, pondo
o= x&)o(pxE),vemos que a = (Y ~! o @) x id, logo o jacobiano de
o, que € positivo, é igual ao de ¥~ o ¢. Logo B é coerente e M & orientdvel. Do
mesmo modo se mostra que N também é orientavel. <

Exemplo 14. Em virtude do Teorema 3, a esfera S” é uma hiperficie orientavel em
R"*+!, pois admite o 6bvio campo continuo de vetores normais unitdrios u : §" —
R u(p) = p. Em particular, o circulo S! C R? é orientdvel logo, pelo Exemplo
13, o toro n-dimensional 7" = §' x ... x S (n fatores) é uma superficie orientével
em R?", <

O lema a seguir serve de fundamento para o Exemplo 15.

Lema 1. Sejam A um atlas coerente na superficie orientdvel M e ¢ : V, — V
uma parametrizacdo da vizinhanca conexa V em M. Para qualquer parametriza-
cdo & : W, — W pertencente a A, com'V N'W # @, o determinante jacobiano
det-J (! 0 ) (x) ndo muda de sinal quando x varia em ¢~ (V N W).

Demonstragdo. O conjunto A dos pontos p = ¢(x) € V tais que existe uma
parametrizacdo & : W, — W, pertencente ao atlas A, com p = &(w), w € W,
edet J(67' o @)(x) > 0, é aberto em V. Analogamente, é aberto o conjunto
B dos pontos g € V para os quais existe £ : Z, — Z,{ € A,com {(z) = p
para algum z € Z, e det-J(. ' o 9)(x) < 0. Eclaroque V = AU B. Além
disso, AN B = @ pois se existisse algum ponto p = ¢(x) € A N B, teriamos
as parametrizagdes & : W, — W, ¢ : Z, — Z pertencentes a A, com &(w) =
t@)=peElop o o)™ =& 0o¢,logo o determinante jacobiano de
£ 'o¢ no ponto z seria o produto dos determinantes det -J (§ Top)(x) >0e
[det J( o gz))(x)]f1 < 0. Entdo terfamos det - (67! 0¢)(z) < 0 e o atlas A nio
seria coerente. O

Exemplo 15. Seja M C R® o conjunto das matrizes 2 x 3 de ponto 1. Cada
elemento m € M serd escrito sob a forma m = [u, v], onde os vetores u, v € R?
sdo as suas linhas. Temos M = UUV ,onde U € o conjunto das matrizesm = [u, v]
de posto 1 tais que u # 0, enquanto V C M é definido pela condicio v # 0. Pondo
U, = R x (R* — {0}) as aplicacdes ¢ : U, — U e : U, — V, definidas por
o(t,u) = lu,tu] e ¥(t,v) = [tv,v], sAo parametrizacdes C*°. A intersecao
U NV € o conjunto das matrizes de posto 1 com ambas as linhas ndo-nulas, logo
e ' UNV)=yHUNV) =R —{0}) x (R® - {0}) tem duas componentes
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conexas: R* x (R? — {0}) e R~ x (R? — {0}). A mudanca de parametrizacio £ =
Y lop:o ' (UNV) = v~ (UNV)édadapor&(t, x, v, z) = (1/t,tx, ty, tz).
Sua matriz jacobiana em cada ponto (¢, x, y, z) € el UNV)é

1

—— 00
12
JE(t,x,y,2) = X t 00
y 01t 0
z 0 0 1t

e seu determinante é igual a —¢. A mudanga de parametrizacio £ = ! o ¢ tem,
portanto, jacobiano negativo em R* x (R3 — {0}) e positivo em R~ x (R — {0}).
Segue-se do Lema 1 que M € uma superficie C*, ndo-orientdvel, de dimensdo 4
em R®, <

5 Multiplicadores de Lagrange

Estenderemos agora, para co-dimensao n qualquer, o método dos multiplicadores
de Lagrange, apresentado no Capitulo 4 no caso em que a superficie ¢ ' (c) tem
co-dimensdo 1, logo hé apenas um multiplicador.

Sdo dadas uma superficie M, de dimensdo m e classe C¥, e umafungio f : U —
R, de classe C¥ no aberto U,com M C U C R™*". Quer-se determinar o conjunto
dos pontos criticos da restricdo f|M.

Diz-se que p € M é um ponto critico da restricdo f|M quando, para todo
caminho diferencidvel A : (—¢, ) - M, com A(0) = p, tem-se (f o A)'(0) = 0.

Como A'(0) = v € T,M e portanto

3
(fod)(0) = %(p) = (grad f(p),v),

concluimos que p € M & ponto critico de f|M se, e somente se, grad f(p)
¢ ortogonal a todos os vetores v € T,M, tangentes a M no ponto p, ou seja,
grad f(p) € [T,M1*,

Se p € M é um ponto de minimo (ou méaximo) local da restricio f|M e
A (—e&, &) = M é um caminho diferencidavel com A(0) = p entdo 0 é um ponto
de minimo (ou maximo) local de f oA : (—¢,8) — R, logo (f oA)(0) =0e
entdo p € um ponto critico de f|M.

Exemplo 16. Suponhamos que a superficie M C R™*" seja um subconjunto fe-
chado. Entdo, fixado um ponto a € R™*", existe, entre os pontos de M, (pelo
menos) um ponto p situado a uma distancia minima de a. Considerando a fun-
¢io f: R™" — R, dada por f(x) = |x —a|*, vemos que p é um ponto de
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minimo da restricdo f|M. Logo grad f(p) € um vetor ortogonal a T,M. Mas
grad f(p) = 2 - (x — a). Portanto os pontos p € M situados a distdncia minima
do ponto a sdo aqueles tais que o vetor p — a € ortogonal a T, M. Evidentemente,
vale o mesmo para os pontos de M mais afastados de a, caso existam (como ocorre
quando M é compacta).

Suponhamos agora que a superficie M = ¢~!(c) seja obtida como imagem
inversa do valor regular ¢ da aplicacdo ¢ : U — R”, de classe C* no aberto
U c R™™. Se escrevermos ¢(x) = (¢1(x), ..., ¢,(x)), a afirmagdo de que ¢
€ um valor regular de ¢ significa que os vetores grad ¢;(x), ... , grad ¢,(x) sdo
linearmente independentes para todo x € U tal que ¢ (x) = c.

Com efeito, esses n vetores sdo as linhas da matriz jacobiana J¢(x) € M(n x
(m + n)), a qual tem posto n por ser a matriz da transformacao linear sobrejetiva
¢ (x) : R"" — R”,

Além disso, conforme j& vimos no inicio da secio 4, em todo ponto x € M =
¢~ '(c), os vetores grad ¢;(x), ..., grad ¢,(x) sdo ortogonais a T, M, portanto
formam uma base do complemento ortogonal [T, M]+. <

Podemos entdo enunciar o

Método dos multiplicadores de Lagrange. Sejam f : U — R uma funcdo de
classe C* no aberto U C R™*" e M = ¢~ (c) a imagem inversa do valor regular
¢ pela aplicacdo ¢ : U — R", de classe C*. A fim de que p € M seja um ponto
critico da restricdo f|M é necessdrio e suficiente que existam niumeros Ay, ... , A,
tais que grad f(p) = A gradg1(p) + -+ + A, - grad @, (p).

Os nimeros A, ... , A, sdo chamados multiplicadores de Lagrange.

De fato p é ponto critico de f|M se, e somente se, grad f(p) é ortogonal a
T,M. Como {grad ¢;(p), ..., grad ¢,(p)} € uma base do complemento ortogonal
de T,M em R, dizer que grad f(p) € [T, M]* equivale a afirmar que grad f (p)
é combinacao linear dos gradientes grad ¢ (p), ... , grad ¢, (p). O

Seja ¢ = (cy, ... , cy). Para encontrar os pontos criticos p da restri¢dao f|M,
devemos resolver o sistema abaixo, de m + 2n equacdes com m + 2n incégnitas.
(As incdgnitas sdo as m + n coordenadas de p mais os n multiplicadores A;.):

pi(p)=ciy...,0u(p) =y
grad f(p) = Ay - grad @i (p) +--- + A, - grad ¢, (p) .

A tltima equagdo acima € vetorial. Ela equivale as m + n equacdes numéricas

af dg
=) =h o (D) A
8)(/' ax.,'

fom

5 p), j=1,...  m+n.
Xj
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Exemplo 17. Seja A : R"” — R" uma transformacao linear. Defina f : R" —
R* — Rpondo f(x,y) = (A-x,y) = (x,A"y) =D ajjx;-yj(1 <i <n,1 <
j < m). Considerando o valor regular (1, 1) da aplica¢io ¢ : R” x R" — R2,
dada por ¢(x, y) = (|x|?, |y[%), seja M = §" ! x §" 1 = ¢~!(1, 1). Vejamos
quais sao os pontos criticos da restricao f|M.

Para todo (x, y) € R™ x R", temos grad f(x,y) = (A*-y,A-x) e R" x R".
Além disso, ¢ = (¢1, ¢2), com grad ¢;(x, y) = (2x, 0) e grad p>(x, y) = (0, 2y).
Por conveniéncia, tomemos A/2 e /2 como multiplicadores de Lagrange. Um
ponto p = (x, y) € M é critico para f|M se, e somente se,

A iz
grad f(x,y) = 3" grad ¢ (x, y) + 7 grad ¢, (x, y),

ou seja, (A*y, Ax) = (Ax, uy). Istonosdd A-x = pu-ye A*y = A - x, donde
w=_uy,y)=(Ax,y)=(x, A% ) =(x,2-x) = A

Portanto, os pontos criticos de f|M sdo os pontos (x, y) € S™ ! x §"~! tais
que Ax = Ay e A*y = Ax paraum certo A € R. Notemos que entdo A = f(x, y)
eque zlx = Azly. Assim, se escrevermos E = {z € R"; (z,x) = 0} =
complemento ortogonal de x em R™, e F' = complemento ortogonal de y em R”,
a transformacdo linear A : R — R” aplica E em F.

Seja entdo p; = (uy, vy) € S™ ! x §"~! 0 ponto em que a funciio f assume
seu valor maximo em S”~! x §"~!: f(u;, v;) = A,. Entdo p; é ponto critico de
fIM. Temos Au; = Ajv; e A*vy = Ay -uy. Como f(x, —y) = — f(x, y), vemos
que A; > 0. Se A # 0 entdo f ndo € identicamente nulaem M, logo A; > 0. <«

Em seguida consideremos A como uma transformacdo linear A : E — F,agora
comdim E =m — 1 edim F = n — 1. Prosseguindo por inducdo, chegaremos ao
seguinte resultado:

Teorema dos Valores Singulares. Seja A : R" — R" uma transformacdo linear

de posto r. Existem bases ortonormais {uy, ... ,u,} C R"e{v,...,v,} CR"
tais que Au; = Ajv; e A*v; = Ajuy, onde A > Oparai =1,...,r ei; =0 para
i>r—+1. O

Osndmeros A| > 0, ..., A, > 0sdo chamados os valores singulares de A.



Capitulo 8

Integrais Multiplas

1 A definicao de integral

7

Um bloco n-dimensional A C R" € um produto cartesiano

A =]Tlai. bl =1lar, by x ... x [ay, by]

i=1
de n intervalos compactos [a;, b;], chamados suas arestas. O produto cartesiano

n

[1 (a:, b;) dos intervalos abertos (a;, b;) chama-se bloco n-dimensional aberto.
i=1
Quando todas as arestas do bloco A t€ém o mesmo comprimento a = b; —a;, diz-se

que A é um cubo n-dimensional. Quando n = 1, os blocos sdo simplesmente
intervalos. Se n = 2, o bloco reduz-se a um retingulo e o cubo a um quadrado.
n

Uma face do bloco A = [] [a;, b;] é um conjunto do tipo F = [] L; onde,

i=1
paracadai =1,...,n,tem-se L; = {a;}, L; = {b;} ou L; = {a;, b;}. Diz-se que
a face F tem dimensdo r quando exatamente r dos fatores L; sdo iguais a [a;, b;].
As faces de dimensdo zero, isto €, os pontos da forma v = (cy,...,c,), onde

¢ci =a;ouc; =b;paracadai > 1, ..., n, sdo chamadas os vértices do bloco.
n
O volume n-dimensional do bloco A = [] [a;, b;] é, por definicdo, o
i=1

n
produto [] (b; — a;) dos comprimentos de suas arestas. Este é também o volume
i=1

do bloco aberto [] (a;, b;).

i=1
n
Uma parti¢do do bloco A = [] [a;, b;] é um produto cartesiano P = P; x
i=1
- X P,, onde cada P; é uma parti¢do do intervalo [a;, b;] (cfr. Vol. 1, Cap. 10,
§2). Diz-se que a particdo Q = O X - -- X Q,, refina a particio P quando se tem
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P C Q. Isto equivale a dizer que P, C Qy,..., P, C QO,.

A particdo P decompde o bloco A numa reunido de sub-blocos B = I} x - - - I,
onde cada /; € um intervalo da parti¢do P; de [a;, b;]. Estes sub-blocos B C A
chamam-se os blocos da particdo P. Escreve-se entdo B € P. Se a parti¢do Q
refina P entdo cada bloco de P ¢é a reunido dos blocos de Q nele contidos.

Se B, B’ sdo blocos da parti¢do P, a interse¢do B N B’ é uma face comum a B
e B’ ou é vazia.

Dada a particdio P = P; x --- x P, do bloco A, como o comprimento b; — a;
de cada aresta de A é a soma dos comprimentos dos intervalos da particdo P;,
segue-se da propriedade distributiva da multiplicacdo que o volume do bloco A
¢ a soma dos volumes dos blocos B da particdo P. Logo, quando Q refina P, o
volume de cada bloco de P é a soma dos volumes dos blocos de Q nele contidos.

SeP=P x---xP,eQ=0Q; x---x Q, sdo partigcdes do bloco A, existem
particdes de A que refinam ao mesmo tempo P e Q. Uma delas é

R=[]Puo.
i=1

Seja f : A — R uma func¢io real limitada no bloco n-dimensional A, digamos
comm < f(x) < M paratodox € A. Dada uma particdo P do bloco A, para
cadabloco B € P, indiquemos com m g o infimo e com Mg o supremo dos valores
f(x) quando x varia em B. Definimos entdo a soma inferior s(f; P) e a soma
superior S(f; P) dafuncdo f relativamente a particdo P pondo

s(fi P)=Y mg-volB e S(f;P)=) Mg-volB,
BepP BepP

estas somas estendendo-se a todos os blocos B da particio P. Evidentemente
mp < Mg paratodo B € P,logos(f; P) < S(f; P).

Mais do que isto € verdade: para quaisquer parti¢cdes P e Q do bloco A, tem-se
s(fi P) < S(f; Q).

Para comprovar esta afirmacao, observamos primeiro que se uma parti¢ao P’
refina a particdo P entdo s(f; P) < s(f; P)e S(f; P') < S(f; P).

Com efeito, se o bloco B’ da particao P’ estd contido no bloco B da parti¢do
P entdo mp < mp. Lembrando que cada bloco B € P’ ¢é a reunido dos blocos

B’ € P’ nele contidos, e que vol B = )_ vol B’, segue-se que
B'cB

s(fi P) = ZmB -vol B = Z (Z mg -VolB’)

BeP BeP \B'CB

< Y mp-volB' =s(f; P).

B'eP’
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Analogamente se vé que S(f; P') < S(f; P) quando P’ refina P. Assim, quando
se refina uma parti¢io, a soma inferior ndo diminui e a soma superior nao aumenta.

Sejam P e Q duas particdes quaisquer do bloco A. Tomemos uma parti¢do R
de A que refine P e Q simultaneamente. Temos:

s(fs P)<s(f;R)<S(f;iR)<S(f;Q),

mostrando portanto que s(f; P) < S(f; Q), ou seja, toda soma inferior de f é
menor do que ou igual a qualquer soma superior.
Definimos, a seguir, a integral inferior f B f(x)dx e a integral superior

7 4J (x)dx da fungdo limitada f : A — R, pondo

/f(x)dx:sups(f; P) e /f(x)dx=igf5(f; P),
A P A

o supremo e o infimo acima sendo tomadas em relacdo a todas as particdes P do
bloco A.
A desigualdade s(f; P) < S(f; Q) implica que

m-VOlAS/ f(x)dxf/ f(x)dx <M -vol A
J A A

sem < f(x) < M paratodo x € A.
Diz-se que a fun¢do limitada f : A — R & integrdvel no bloco n-dimensional
A quando suas integrais inferior e superior coincidem. Escreve-se entdo

/ F)dx = f F)dx = / F)dx
A J o4 A

e este nimero é chamado a integral de f no bloco A.

No caso n = 1, o bloco n-dimensional A reduz-se a um segmento de reta e a
defini¢do de integral acima dada coincide com a queda apresentada no Capitulo
10 do Volume 1.

Dadaafungdo f : A — R, limitadano bloco A C R”, o conjunto o das somas
inferiores e o conjunto ¥ das somas superiores de f relativamente as particdes P
de A sdo subconjuntos do intervalo [m - volA, M - vol A],onde m < f(x) < M
paratodo x € A. Sabemos que, paraquaisquers € te S € X, tem-ses < S. Afim
de que seja sup T = inf X, isto &, que f seja integravel, é necessario e suficiente
que, dado arbitrariamente ¢ > 0, existams € T e S € X taisque S — S < . Mais
explicitamente: f € integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0 dado, existem
particdes R e Q de A tais que S(f; R) — s(f; Q) < e. Esta condi¢do pode ser
aperfeicoada assim:
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Teorema 1 (Condicao imediata de integrabilidade). A fim de que a funcdo li-
mitada [ : A — R seja integrdvel no bloco A C R" é necessdrio e suficiente que,
paratodo ¢ > 0dado, exista uma particdo P de A tal que S(f; P)—s(f; P) < ¢.

Demonstrag¢do. A suficiéncia é 6bvia pois a condi¢@o acima claramente assegura
que supt = inf ¥. Quanto a necessidade, supondo f integravel, ou seja, ad-
mitindo que supt = inf ¥, dado ¢ > 0, existem particdes Q e R do bloco A
tais que S(f; R) — s(f; Q) < . Seja P uma parti¢ao de A que refine Q e R
ao mesmo tempo. Entdo s(f; Q) < s(f; P) < S(f; P) < S(f; R) portanto
S(fs P)—s(fi P)=S(fi R) —s(f; Q) <e.

Para todo subconjunto X C A, sejam My o supremo e my o infimo dos valores
f(x),comx € X. Escreveremos wy = My —my e chamaremos wy de oscilagcdo
de f no conjunto X.

As vezes, quando houver necessidade, usaremos a notacdo mais precisa
omega(f; X) = Mx —m, em vez de wy. O

Para toda particdo P do bloco A, temos

S(fi P)—s(f: P)=) (Mg —mp)vol B= Y wg-vol B

BeP BeP

Portanto f : A — R é integrdvel se, e somente se, para todo ¢ > 0 dado, existe
uma parti¢do P de A tal que

ZwB-volB <e.

BeP

Uma conseqiiéncia imediata desta observacdo € que toda fungdo continua
f 1 A — Réintegriavel. Com efeito, sendo o bloco A um conjunto compacto,
a fun¢do continua f € uniformemente continua. Portanto, dado qualquer ¢ > 0,
existe § > Otalquex,y € A, |x —y| <d=|f(x) — f(y)| < e/volA.

Se tomarmos, em cada aresta [a;, b;] do bloco A = I1[a;, b;], uma particdo P;
cujos intervalos tenham todos comprimento < &, e adotarmos em R" a norma do
maximo, entdo todos os blocos da particdo P = Py x - - - X P, de A terdo didmetro
menor do que §. A fungdo f sendo continua, em cada bloco B da particio P
existem pontos a, b taisque mp = f(a) e Mg = f(b), pois B é compacto. Entdo
wp = Mg —mp = f(b) — f(a) < e/vol A e dai

E wp - Vol B < . E vol B = © -volA =¢.
vol A vol A
BeP BeP

Assim f ¢ integravel.
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O fato de que toda func¢do continua f : A — R ¢ integrdvel é muito importante
mas nao € suficiente para nossos prop6sitos. A fim de definir a integral de func¢des
cujos dominios sdo mais gerais do que blocos, precisamos integrar alguns tipos de
funcdes descontinuas. Isto nos leva ao critério de integrabilidade de Lebesgue, o
qual se baseia na no¢ao de conjunto de medida nula, que abordaremos no pardgrafo
seguinte.

2 Conjunto de medida nula

Diz-se que o conjunto X C R” tem medida n-dimensional nula (segundo Lebes-

gue), e escreve-se med.X = 0, quando, para todo ¢ > 0 dado, é possivel obter

uma cobertura enumerdvel X C By U...U B, U... por meio de blocos abertos
[e¢)

By C R" taisque »_ vol By < ¢.

k=1
Evidentemente, se med.X =0e Y C X entiomed.Y =0.

Teorema 2. Uma reunido enumerdvel de conjuntos de medida nula é ainda um
conjunto de medida nula.

Demonstracdo. Sejam Xy, ..., Xi, ... subconjuntos de R” com med.X; = 0
oo

paratodok € N. A fimdeprovarque X = | J X, temmedidanula, sejadadoe > 0.
k=1

Para cada k € N podemos obter uma seqiiéncia de blocos By, Bk, ... , By, - - -

o o

tais que X; C |J By e Y. vol By, < &/2%. Entdo X estd contido na reunido
i=1 i=1

(enumerdvel) de todos os By;. Dado qualquer subconjunto finito F C N x N,

existe j € Ntalque (k,i) e F =k < jei < j. Logo

J

J J
Z vol By; < Z [ZvolBki] < 28/2]‘ <e.
k=1 L i=1

(k,i)eF k=1

Portanto, seja qual for a maneira de enumerar os Bjy; numa seqiiéncia,

teremos »  vol By; < &. Assim, med.X = 0. L]
k.i

Corolario 1. Todo conjunto enumerdvel tem medida nula.

Com efeito, todo conjunto enumeravel é reunifo dos seus pontos, cada um dos
quais tem medida nula.

A defini¢cdo de med.X = 0, dada acima com blocos abertos, é conveniente
quando se pretende usar o Teorema de Borel-Lebesgue. Noutras ocasides, pode
ser mais adequado empregar blocos fechados. E ainda em certos casos impde-se o
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uso de cubos (abertos ou fechados). Essas alternativas sao equivalentes, conforme
Veremos agora.

Teorema 3. As seguintes afirmacées a respeito de um conjunto X C R" sdo
equivalentes:

(a) Paratodo ¢ > 0 dado, pode-se obter uma cobertura enumerdvel X C By U

o
..UByU... pormeio de blocos abertos By C R" tais que »_ vol By < ¢.
k=1

(b) Vale a afirmacdo (a), com blocos fechados em vez de abertos.
(c) Vale a afirmacdo (a), com cubos abertos em vez de blocos.

(d) Vale a afirmacdo (a), com cubos fechados em vez de blocos abertos.

Demonstracdo. Mostremos, inicialmente, que (a) < (b). A 1mphcagao (a) = (b)
¢ imediata, pois X C By U...U By U... implica X C BiU...UB,U.
e vol B, = vol By, logo EVOI B, < & = XvolB; < e. Quanto a() = (a).
dado ¢ > 0, (b) nos autoriza a obter uma cobertura X C D; U...U D, U.
por meio de blocos fechados Dy com X vol Dy < ¢/2. Ora, para cada k e N 0
bloco D, = ]—[ [axi, bxi] estd contido no bloco aberto Ay = ]_[ (ax; — 68, by + 0)
i=1 i=1
onde § > 0 pode ser escolhido de modo que vol A; — vol D; < &/2%*2. (Basta

notar que vol Ay = [](bx; — ax; + 28) é uma fungéo continua de 8, igual a vol Dy,

i=1
quando § =0.) Entio X C A U...UA;U...,com

> > R e &
ZvolAk <Zvole+Z 2 < 5+§:g-
k=1 k=1 k=1
OJ

A equivaléncia (c) < (d) se prova exatamente do mesmo modo, bastando ob-
servar que, no argumento acima, se Dy é um cubo entdo A; também é.

Resta portanto, provar que (a) < (c) ou, o que dd no mesmo, que (b) < (d).
Ora, é 6bvio que (d) = (b). Para demonstrar a implicagéo (b) = (d), comegamos
provando que, dados um bloco B e um nimero § > 0, existe um bloco C que € uma
reunido finita de cubos, contém B e, além disso, vol C —vol B < §. Isto é imediato
quando as arestas do bloco B = Il[a;, b;] tém medidas racionais by — ay = p;/q;.
Neste caso, o proprio bloco B € uma reunifo finita de cubos: basta considerar o
minimo multiplo comum m dos denominadores ¢; e tomar em cada aresta [a;, b; ]
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Di

. . m . .
de B a particdo P; com intervalos, todos de comprimento 1/m. Os blocos

qi
da particdo P = P} x --- x P, do bloco B sdo cubos de arestas medindo 1/m e

B € a reunido deles. No caso geral, observamos que, parai = 1, ... , n, existem

numeros positivos 7); tAo pequenos quanto se queira, tais que b; —a; +n; € racional.
n

Entdo o bloco C = []la;, b; + n;] tem arestas com medidas racionais, logo ¢é

i=1
reunido finita de cubos. Além disso, C contém B e a diferenca volC — vol B =

[1(b; —a; +n;) — I1(b; — a;) pode ser tornada tdo pequena quanto se deseje, desde
que os 7; sejam suficientemente pequenos.
Para completar a prova de que (b) = (d), seja dado € > 0. Por (b), existe uma
o
cobertura X C By U...U B U... por bloco By tais que »_ vol By < ¢/2. Como

k=1
acabamos de ver, cada By, estd contido numa reunifo finita de cubos cuja soma dos

volumes é menor do que vol B; + &/2%*2. Numerando consecutivamente esses
cubos para k = 1,2, ..., chegamos a uma cobertura X C C;U...UC, U ...,
onde os cubos C, sdo tais que

ol C, ol B — < -+ -—=¢

Isto completa a demonstragdo do teorema.

Teorema 4. Seja f : X — R" uma aplicacdo lipschitziana no conjunto X C R".
Se med. X = 0 entdo med. f(X) = 0.

Demonstracdo. Adotemos em R" a norma do mdximo. Seja ¢ > 0 tal que
| f(x) — f(¥)| < c|x — y| para quaisquer x, y € X. Dado arbitrariamente ¢ > 0,
existe uma cobertura X C C;U...UC,U... onde cada C; é um cubo cuja aresta

o0 o0

mede a;, com »_ volCy = ()" < ¢e/C". Sex,y € Crentdo [x — y| < ay,
k=1 k=1

logo | f(x) — f(¥)| < c - ai. Isto significa que, paratodoi = 1,...,n, as i-

ésimas coordenadas de f(x) e f(y) pertencem a um intervalo J; de comprimento
n

¢ - ax. Portanto f(Cy N X) estd contido no cubo [[ J; = Cy, de aresta ¢ - a, logo
i=1
o0
volC, = C" - (ap)". Segue-se que f(X) = J f(CxNX)CC{U...UC,U...,
k=1
onde

> / n - n n €
D ol (Cp) = C" - (@) < € =t

k=1 k=1

Logo med. f(X) = 0. O
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A aplicacdo mais freqiiente do Teorema 4 ocorre quando f : U — R" é diferen-
cidvel, com derivada limitada no aberto convexo U C R". Se | f'(x)| < ¢ paratodo
x € U entdo a Desigualdade do Valor Médionos dé | f(x) — f(y)| < c - |x — y|
para quaisquer x, y € U, logo f transforma todo conjunto de medidanula X C U
num conjunto de medida nula f(X) C R". A fim de entender este resultado para
fungdes de classe C' em abertos niio necessariamente convexos, com derivada
limitada ou ndo, serd necessario usar o

Teorema 5 (Lindelof). Toda cobertura aberta X C | J U, de um conjunto arbi-
rel
trario X C R" admite uma subcobertura enumerdvel X C U,, U...UU,, U

Demonstragdo. Seja B o conjunto dos blocos abertos em R" cujos vértices
tém coordenadas racionais e cada um deles estd contido em algum aberto U,
da cobertura dada. O conjunto B é enumerével, logo podemos escrever B =
{B1,By, ..., By, ...} Para cada k € N, escolhamos um indice A; € L tal que
B, C U,,. Afirmamos que U U, = U U,. Com efeito, se x € U, entdo, como

rel
U, € aberto, existe uma bola aberta de centro x, contida em U,. Se tomarmos em

R" a norma do médximo, essa bola € um cubo, cuja aresta podemos supor racional,

logo é um Bi. Assim, x € By C U,,, portanto todo U,, A € L estd contido
o0

na reunido dos U;,, k € N, ouseja |J U, € |J Uy, € | U,. Segue-se que

reL k=1 reL
XCU,U...UU, U... O

Teorema 6. Seja f : U — R" uma aplicacdo de classe C' no aberto U C R".
Se X C U tem medida nula entdo f(X) C R" também tem medida nula.

Demonstracdo. Paracada x € X existe um aberto convexo U,,comx € U, C U,
tal que f tem derivada limitada em U,, logo f(X N U,) tem medida nula. A

o0
cobertura aberta X C | J U, admite uma subcobertura enumerdvel X C J U.

xeX k=1
Como f(X N Uy) tem medida nula para cada k € N, segue-se que f(X) =
f[ Jxn Uk)i| U f (X N Uy) tem medida nula. dJ
k=1 k=1

Corolario 2. Seja f : U — R" uma aplicagdo de classe C' no aberto U C R™.
Sem < nentdo f(U) C R" tem medida nula.

Com efeito, se considerarmos R™ como o conjunto dos pontos de R" cujas
ultimas n-m coordenadas sdo nulas, veremos que todo bloco m-dimensional B C
R™ C R”" tem volume n-dimensional nulo, pois podemos cobrir B com um unico
bloco n-dimensional D = B x [0, n]"~", cujo volume n-dimensional pode ser
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tomado tdo pequeno quanto se deseje. Dai resulta que R™, visto como subconjunto
de R”, tem medida n-dimensional nula, pois é reunido enumeravel de blocos m-
dimensionais. Em particular, o conjunto U C R” tem medida n-dimensional nula.
Isto posto, a partir da aplicacdo f : U — R”, definamos F : U x R"™™ — R”"
pondo F(x, y) = f(x). Oconjunto U x0 C U xR"™™ tem medida n-dimensional
nula, logo med. F(U x 0) = 0, pelo Teorema 5. Mas F(U x 0) = f(U), o que
prova o corolério.

Corolario 3. Seja M C R" uma superficie m-dimensional de classe C'. Sem < n
entdo M tem medida n-dimensional nula.

Com efeito, para todo x € M existe um aberto U, em R" talque V, = U, " M
€ uma vizinhanga parametrizada de x, logo um conjunto de medida nulaem R”. A
cobertura aberta M C | J U, admite, por Lindel6f, uma subcobertura enumerével
M
o e o
M C | Ui, logo M = |J (U N M) é reunido enumerével de conjuntos V; =

U, N Z\kl ,1de medida nula. ,}%ésim, med.M = 0.

O teorema seguinte, devido a H. Lebesgue, estabelece o critério geral de integra-
bilidade em termos de noc¢éo de conjunto de medida nula. Em sua demonstracéo,
faremos uso do conceito de oscilagdo de uma fun¢do num ponto, que introduzire-
mos agora.

Seja f : X — R uma fung¢@o limitada no conjunto X C R". Fixemos x € X
e, para cada § > 0, ponhamos 2(§) = w(f; X N B(x; §)) = oscilacdo de f no
conjunto dos pontos de X que distam menos de é do ponto x. Fica assim definida
uma func¢do ndo-negativa 2 : (0, +00) — R, a qual é limitada pois f também é.
Além disso, 2 é ndo-decrescente. Logo existe o limite

o(f;x)= ;%9(8) = ging)w(f; XN B(x;9d)) = %ngw(f; X N B(x;9)),

que chamaremos a oscilacdo da funcdo f no ponto x.
Tem-se w(f; x) = 0 se, e somente se, f é continua no ponto x. E claro que se
xeint.YeY C Xentdiow(f; x) <w(f;Y).

2

Teorema 7 (Lebesgue). A funcdo f: A — R, limitada no bloco A C R", é
integrdvel se, e somente se, o conjunto Dy dos seus pontos de descontinuidade tem
medida nula.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que med.D s = 0. Dado arbitrariamen-
tee > 0,seja Dy C C{U...UC; U... uma cobertura enumerdvel de D por
blocos abertos tais que )~ vol C; < ¢/2K, onde K = M — m ¢ a diferenga entre o
supeoinf de f em A. Para cada pontox € A — Dy seja C; um bloco aberto con-
tendo x, tal que a oscilagéio de f no fecho de C seja inferiorae/(2-vol A). Sendo
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A compacto, a cobertura aberta A C (U C;) U (U C}) admite uma subcobertura
finita

ACCjU...UC.uC/U...uC’.
Seja P uma parti¢do de A tal que cada bloco aberto B € P esteja contido num dos
blocos C; ou num C;/. Se A = []la;, b;] entdo podemos tomar P = Py x --- x P,
i=1

onde, paracadai =1,..., n,lP,» € formada pelos pontos a;, b; mais as i-ésimas
coordenadas dos vértices dos blocos C; ou C }’ que pertengam ao intervalo [a;, b;].
Os blocos de P contidos em algum C; serdo genericamente designados por B’ e
os demais blocos de P (necessariamente contidos em algum C }’) serdo chamados
B”. A soma dos volumes dos B’ é menor do que ¢/2K e, em cada bloco B”, a
oscilag@o de f ndo excede ¢/(2 - vol A). Portanto

Za)B -volB = ZwB' -vol B + ZwBu -vol B”
Y

BeP B”
e
< K- 1B + —— 1 B”
< K- volB 5oy 2V
< K- £ + £ -volA =¢.
2-K  2-volA
Segue-se que f ¢ integravel. O

Reciprocamente, suponhamos f integravel. Para cada k € N, ponhamos Dy =
{x € A;o(f;x) = 1/k}, logo Dy = Dy U...U Dy U.... Para mostrar que
Dy tem medida nula, basta provar que med.D; = 0 para cada k € N. Seja,
entdo, dado ¢ > 0. Como f ¢ integrdvel, existe uma particdo P de A tal que

> wp - vol B < ¢/k. Indiquemos genericamente com B’ os blocos da partigdo
BeP
P que contém algum ponto de Dy em seu interior. Para cada um desses blocos B’,

vale wg' > 1/k. Portanto

%ZVO]B’ < Za)B/ -vol B’ < Za)B -vol B < %

BeP
Multiplicando por k, obtemos X vol B’ < ¢. Ora, é claro que D, C (UB") U X,
onde X € a reunido das faces proprias dos blocos B € P nos quais ha algum ponto
de Dy. Sabemos que med.X = 0. Segue-se dai que med.D; = 0. Isto completa a
demonstracao.

3 Calculo com integrais

Teorema 8. Sejam f,g: A — R fungdes integrdveis no bloco A C R" e ¢ um
nimero real. Entdo:
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1) f4+g:A — R ¢€ integrdvel e fA[f(x) + g(x)ldx = fA fx)dx +
Sy g@)dx .

2) c-f:A—> ]RéintegrdvelefAc-f(x)dx = c-fAf(x)dx.

(3) Oproduto f-g: A — R éuma funcdo integrdvel.

(4) Se|g(x)| =k > 0paratodox € Aentdo fg: A— R é integrdvel.
(5) Se f(x) < g(x) para todo x € A entdo fA fx)dx < fA g(x)dx.

6) |fl: A — R éuma funcdo integravel e | [, f(x)dx| < [, |f(x)|dx.

(7) Se A’ é um bloco contido em A e f(x) = 0 para todo x € A — A’ entdo

[y f@dx = [, f(x)dx.

Demonstracdo. A integrabilidade das funcdes f+g,c- f, f-g, f/g e | f]| resulta
do Teorema 7, pois Dy, C Dy U D,, D.f = Dy (sec #20), Dy C Dy UDge
Dy C Dy. Além disso, se |g(x)| > k > O paratodox € Aentdo f/g: A — R
€ limitada e, como D/, C Dy U D,, o quociente f/g € integravel. As demais
afirmacgdes do Teorema 8 se provam exatamente como no caso de funcdes de uma
unica variavel. (Ver Capitulo 10 do Volume 1.)

O célculo efetivo da integral de uma funcdo f : A — R, definida num bloco
n-dimensional, se faz integrando f sucessivamente em relacdo a cada uma das suas
n varidveis. Basta aplicar diversas vezes o Teorema 9 abaixo, no qual adotamos as
seguintes notacdes:

Dados os blocos A; C R™ e A, C R", os pontos do bloco A x A, C R™*™"
escrevem-se como (x, y),comx € Ajey € Ay. Se f : A x Ay — Ré&integravel,
sua integral é indicada com [ A Ay f(x,y)dxdy. Para cada x € A, definiremos
a funcdo f, : A, = R pondo f,(y) = f(x,y) paratodo y € A,, portanto f, é
essencialmente arestri¢do de f ao bloco n-dimensional x x A,. Mesmo que f seja
integravel, pode ocorrer que, para alguns valoresde x € Ay, afuncdo f, : A —> R
ndo o seja. Com efeito, os pontos em que f é descontinua formam um conjunto
D de medida nula em R™*" mas pode existir x € A tal que D N (x x A) ndo
tenha medida n-dimensional nula. O

Exemplo 1. Sejam A; = A, = [0,1] e f:[0,1] x [0,1] — R dada por
fx,y) =0sex # 1/2, f(1/2,y) = 0se y éracional, f(1/2,y) = 1sey
¢ irracional. O conjunto dos pontos de descontinuidade de f é Dy = 1/2 x [0, 1],
que tem medida nula em [0, 1] x [0, 1], logo f € integravel. (De fato, sua integral
€ zero.) Mas fi; : [0, 1] — R € afun¢do igual a zero nos pontos racionais e igual
a 1 nos irracionais, logo f; : [0, 1] — R nao € integravel quando x = 1/2. <
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Teorema 9 (Integracao repetida). Seja f : A| x Ay — Rintegrdvel no produto
dos blocos Ay C R™ e Ay C R". Para todo x € Ay, seja f, : A, — R definida
por f:(y) = f(x,y). Ponhamos
o= £y e veo=[ L.
L A, Az

As fungoes ¢, : A — R, assim definidas, sdo integrdveis, com

/ odx = [ yrdx = / £ y)dxdy.,
Ay Aj A1 xAr

isto é:

f F(x, y)dxdy = / dx(f f(x,y>dy)= f dx( f(x,y>dy).
A1 xAr Ay <A, Aj Az

Demonstracdo. As particdes do bloco Ay x A, sdo da forma P = P; x P,, onde
P, e P, sdo parti¢des dos blocos A e A, respectivamente. Os blocos de P sdo os
produtos B; x B, com By € Py e B, € P,. Mostraremos que

s(f; P) <s(p; P1) < S(p; P)) <S(f; P).

Daf resultard que ¢ € integrdvel e que [, ¢(x)dx = [, , f(x,y)dxdy. Na
verdade, basta provar a primeira das desigualdades acima, pois a segunda € 6b-
via e a terceira é andloga. Também por analogia, ndo precisamos provar que

fAl Y(x)dx = fA]><A2 f(x, y)dxdy. ]

Comegamos lembrando que se X C Y C R entdo inf.Y < inf.X. Segue-se
que, para todo bloco B; x B, € P tem-se m(f; By X By) < m(fy; B>), seja qual
for x € B;. Portanto

Z m(f; By X By) - vol By < Z m(fy; B2) - vol By < ¢(x).
BieP> BreP;
Como isto vale para todo x € Bj, concluimos que:
> m(f; By x By) < m(g; By).
BreP,
Portanto

s(f; P) = Z m(f; By X By) - vol By x vol B,
BixByeP

= Z ( Z m(f; By x Bz)-vole) - vol B,
BieP; BreP,

< Y m(p; By) - vol By = s(¢; P1).

B]EP]
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Corolario 4. Seja f : Ay x Ay x Ay — R integrdvel no produto dos blocos
A CR" Ay C R" e A3 C RP. Entdo

/ f(x,y,2)dxdydz = / dx/ dy/ f(x,y,2)dz
A1 XArx A3 Ay LAy A3

= f dx/ dy fx,y,2)dz.
Ay Ao A3z

/ fx,y,z)dxdydz = / dxdy( f(x,y,z)dZ>
A1 XA x A3 A1 xAz A3
= / dx(f dy( f(x,y,z)dz))
A Ar A3z

= / dX/ dy f(x7y7Z)dZ-
Aj Az A3

A seguir, vamos estender o conceito de integral para fun¢des definidas em certos
subconjuntos X C R” que ndo sio necessariamente blocos n-dimensionais.

Com efeito,

4 Conjuntos J-mensuraveis

Dado o conjunto limitado X C R", seja A um bloco n-dimensional contendo X.
A funcdo caracteristica de X € a fungdo &y : A — R, definida por £x(x) = 1 se
xeXeéx(x)=0sex ¢ X.

Se X e Y sdo subconjuntos do bloco A, as seguintes propriedades da funcdo
caracterfstica sdo evidentes:

L. &xuy = &x + &y — &xnrs
2. Exny = &x - &y
3. Tem-se X C Y se, e somente se, £y < &y; neste caso, vale &y_x = &y — &y.

Segue-se de 1. que Exuy = £x + &y quando X e Y sdo disjuntos.

Se X estiver contido no interior de A (o que poderemos supor, sempre que for
conveniente) entdo fr.X é o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungdo
EX :A—> R

O volume interno e o volume externo do conjunto limitado X C R” sdo defini-
dos, respectivamente, pondo:

VOl.int.X:/ Ex(x)dx e Vol.ext.Xzf Ex(x)dx .
o4 A
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Quando a fungido caracteristica £y : A — R & integrdvel, dizemos que X é J-
mensurdvel (mensurdvel segundo Jordan) e que seu volume n-dimensional é

V01X=/$X(x)dx.
A

O item (7) do Teorema 9 assegura que os conceitos acima introduzidos nio
dependem da escolha do bloco A contendo X.

Se X C A e P € uma particdo do bloco A, as somas inferior e superior da
funcdo &£x : A — R relativas a particdo P sdo

s(éx; P) = soma dos volumes dos blocos de P contidos em X;

S(x; P) = soma dos volumes dos blocos de P que intersectam X .

Portanto, se escrevermos v = vol.int. X e V = vol.ext. X, veremos que, para
todo ¢ > 0 dado, existe uma particio P do bloco A (o qual contém X) tal que a
soma dos volumes dos blocos de P contidos em X € superior a v — € e a soma dos
volumes dos blocos de P que intersectam X € inferiora V + ¢.

Teorema 10. (1) O conjunto limitado X C R" é J-mensurdvel se, e somente se,
sua fronteira tem medida nula.

2) Se X, Y C R"” sdo J-mensurdveis entdo X UY,XNY e X — Y sdo J-
mensurdveis, com

vol(XUY) = vol X+vol Y —vol (X NY)
e vol(X—Y) =vol X—volY gquando Y C X.

Demonstracdo. (1) Tomando um bloco n-dimensional A que contenha X em seu
interior e considerando a funcdo caracteristica §x : A — R, temos as equivalén-
cias:

X é J-mensurdvel & &y €integravel < med. Dy, =0 < med.fr. X =0,

pois o conjunto D, das descontinuidades de £x coincide com a fronteira de X.
(2) Basta observar que £xuy = £x + &y — Exny € que, quando Y C X, vale
ainda§x_y = §x — §y. 0

Exemplo 2. Todo conjunto limitado X C R”, cuja fronteira € uma superficie, ou a
reunido de um nimero finito (ou mesmo enumeravel) de superficies, de dimensao
n —1é J-mensurdvel. Isto inclui uma bola fechada e a regido compreendida entre
duas bolas fechadas concéntricas. Resulta ainda do item (1) acima que um bloco
n-dimensional € J-mensuravel. <
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Exemplo 3. Seja X C R o conjunto formado pelo intervalo [0, 1] mais os nime-
ros racionais do intervalo [1, 2]. O “volume” interno do conjunto X € igual a 1
enquanto seu “volume” externo € 2. Portanto X ndo € J-mensurdvel. Tomando o
produto cartesiano de n cépias de X, obtém-se um subconjunto de R” que ndo é
J-mensurével. <

Exemplo4. Se X C R” é J-mensurdvel e int.X = & entdo vol X = 0 pois
s(&x; P) = 0 para toda particdo P de um bloco que contenha X. Resulta daif que
se X e Y sdo conjuntos J-mensurdveis sem pontos interiores em comum entdo
vol(XUY)=volX +volY, poisvol (X NY) =0. <

Definiremos agora a integral fx f(x)dx de uma funcdo limitada f : X — R,
cujo dominio € um conjunto J-mensurdvel X C R". Para isto, consideramos um
bloco n-dimensional A contendo X em seu interior e a funcio

f:A—>R,

definida por f(x) = f(x)sex € X e f(x) = 0sex € A — X. Pomos entdo, por
definicao

ff(x)dx:/ f(x)dx e /f(x)dx:/ f(x)dx .
Y X J A X A

Diremos que f : X — R é integrdvel quando tivermos

/ f(x)dx:/ fx)dx
Jd x X

ou seja, quando f : A — R for integravel.

Se f : A — R édescontinua num ponto x € A, ou f é descontinua no ponto x
ou x pertence a fronteira de X. Noutros termos, D C Dy Ufr.X. Como fr.X tem
medida nula, segue-se que f é integravel (ou seja, f é integrdvel) se, e somente se
o conjunto D dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula.

Valem, evidentemente, para a integral . « J (x)dx as mesmas regras operatorias
estabelecidas no Teorema 9 para o caso em que X € um bloco retangular.

5 A integral como limite de somas de Riemann

Mostraremos agora (veja o Teorema 12) que a integral || y J (x)dx € o nimero real
cujos valores aproximados s@o as “somas de Riemann” X f(&;)vol X;, obtidas
quando se faz uma decomposicdo do tipo X = X; U ... U X;, onde os X; sdo
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conjuntos J-mensuraveis, dois a dois sem pontos interiores em comum, tomando-
se arbitrariamente &; € X; paracadai — 1, ... , k. Esta é a forma mais comu, e a
mais intuitiva, de se pensar na integral. Passemos as defini¢des precisas.

Seja X C R” um conjunto J-mensurdvel. Diz-se que D = (X, ..., X;) é
uma decomposi¢do de X quando os conjuntos X, ..., Xy sd@o J-mensurdveis,
sem pontos interiores em comum (isto €, X; N X; C fr.X; Nfr.X; quando i # j),
com X = Xy U...U X. A norma da decomposi¢do D € o nimero |D| =
max.diam.X; = maior didmetro dos conjuntos Xy, ..., Xj.

Por exemplo, se X C R" é um bloco n-dimensional, toda particdo P determina
uma decomposi¢do X = By U ... U By, onde os By, onde os B; sdo os blocos da
particdo P.

Seja f : X — R uma funcio limitada no conjunto J-mensurdvel X C R".
Dada a decomposi¢do D = (X, ..., X;) de X escreveremos, para cada i =
1,...,k,m; = inf{f(x);x € X;} e M; = sup.{f(x); x € X;}. Definiremos
entdo a soma inferior s(f; D) e a soma superior S(f; D) pondo

k k
s(f;D):Zmi-VolX,- e S(f;D):ZMi-VolXi.
i=1 i=1

Diz-se que o nimero real J € o limite de S(f; D) quando |D| tende a zero, e
escreve-se

= li ;D
J= lim $(f; D)

para significar que, para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que |D| <
6 = |J —S(f; D)] < e. Analogamente se define o significado da afirmagdo

I= 1l . D).
‘Dllrg()S(f, )

Teorema 11. Para toda funcdo f : X — R, limitada no conjunto J-mensurdvel
X C R?, tem-se

1 = m 5(fD) e / Fwdx = Jim S(f: D).

Na demonstracdo do Teorema 11 usaremos o lema abaixo, cujo enunciado
contém a desigualdade d(X;, Y) < 4.

Se A e B sdo subconjuntos ndo-vazios de R", costuma-se escre-
ver d(A, B) = inf{|x —y|;x € A,y € B}. Por conseguinte, a desigualdade
d(A, B) < § significa que existemx € Aey € Bcom |[x — y| <.

Lema 1. Sejam Y C X C R" J-mensurdveis, com volY = 0. Para todo ¢ > 0
dado, existe 6 > 0 tal que, se D é uma decomposicdo de X com |D| < § entdo a
soma dos volumes dos conjuntos X; € D tais que d(X;,Y) < & é menor do que ¢.
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Demonstra¢do. Dado ¢ > 0, podemos cobrir ¥ com uma cole¢do finita de blocos
B cuja soma dos volumes é < ¢. Tomando arbitrariamente 6 > 0, ponhamos
cada um desses blocos B = I1 [a;, b;] dentro do bloco B’ = Il [a; — 28, b; + 26].

Como %iné vol B’ = vol B, existe § > 0 tal que a soma dos volumes dos blocos B’

¢ ainda menor do que ¢. Usando a norma do maximo, podemos assegurar que se
Z é um conjunto de didmetro < § tal que d(Z, B) < § entdo Z C B’. Portanto,
se D = (X1, ..., Xy) é uma decomposi¢do de X com |D| < §, vemos que

d(X;,Y) <86=d(X;,B) <dparaalgum B = X; C B.

Assim, a soma dos volumes dos conjuntos X; € D tais que d(X;,Y) < § ndo
excede a soma dos volumes dos blocos B’, logo € menor do que €. O

Demonstragdo do Teorema 11. Basta provar a segunda afirmagdo. Sem perda de
generalidade, podemos admitir que 0 < f(x) < K paratodo x € X. Com efeito,
se somarmos uma constante ¢ a fungéo ¢, tanto a integral superior como o limite
acima serdo aumentados de ¢ - vol X. Seja f : A — R aextensdo de f a um bloco
n-dimensional A O X, com f(x) = 0sex € A — X. Dado ¢ > 0, queremos
achar § > O tal que |S(f; D) — fo(x)dx| < & para toda decomposicdo D de X
com |D| < §. Ora, dado ¢ > 0, existe uma parti¢cdo P, de A tal que

S(f: P0)</ fx)dx +¢/2.
X

Seja Y a reunifo das faces proprias dos blocos de P,. Como volY = 0, o Lema
assegura a existéncia de § > 0 tal que, para toda decomposicio D de X com
|D] < 8, a soma dos volumes dos conjuntos X; € D com d(X;, Y) < § é menor
do que ¢/2K.

Seja entdo D uma decomposi¢do de X com norma |D| < §. Chamemos de
X, os conjuntos de D tais que d(X,, ¥Y) < §. Os demais conjuntos de D serdo
chamados de Xg. Notemos que cada Xz deve estar contido em algum bloco da
particdo P, pois, do contrdrio, existiriam x, y € Xg em blocos distintos de P,,
logo o segmento de reta [x, y] conteria algum ponto de Y. Como |x — y| < §,
isto daria d(Xg,Y) < 6 um absurdo. Escrevendo M, = sup{f(x);x € X,} e
Mg = sup{f(x); x € Xg}, vem

S(fiD) = Y My-volXa+ Y Mpy-vol Xs, onde
ZMa-VolXa < K-ZvolXa <eg/2 e

ZMﬁ-volXﬁ = Z(Z Mﬁ~VOl~Xﬂ) < ZMﬂwolB

BeP, XpCB BeP,
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= S(f; P,) </ f)dx +¢/2.
X

Assim, |[D| <8 = S(f; D) < [ f(x)dx +¢/2.

Mostraremos agora que S(f; D) > [ «f (x)dx para toda decomposi¢do D de
X. Com efeito, seja Z a reunido das fronteiras dos conjuntos X; da decomposi¢io
D. Como vol Z = 0, 0 Lema nos dd § > 0 tal que, para toda parti¢io P do bloco
A com |P| < §’, a soma dos volumes dos blocos de P que intersectam Z € menor
do que ¢/K. Tomando |P| < §', temos

S(fi P)=) Mg -volB+ > M, -volC,

onde chamamos de B os blocos de P que intersectam Z e de C os que estdo
contidos no interior de algum X; € D. (Observe que, pelo Teorema da Alfandega,
um bloco que néo esteja contido no interior de algum X;, deve intersectar Z, pois
todo bloco € conexo.) Ora, temos

ZMB~VOIB < K-ZVOlB<8 e

Y Mc-volC = Z(Z MC-V01C> < ZM,»(ZVOIC)

i CCX; CCX;

[A

Y M;-vol X; = S(f: D).

Logo [ f(x)dx < S(f5 P) < S(f; D) +e.
Como ¢ > 0 ¢é arbitrdrio, concluimos que | vJf(xX)dx < S(f; D) para toda
decomposi¢dao D de X. Isto conclui a demonstragdo.

Corolario 5 (da demonstracio). Para toda fungdo limitada f : X — R no con-
junto J-mensurdvel X C R", tem-se

ff(x)dx:sups(f;D) e /f(x)dx:infS(f;D).
J 5 D X D

Uma decomposicdo pontilhada do conjunto J-mensurdvel X C R” é um

par D* = (D, &), onde D = (X, ..., Xy) ¢ uma decomposicdo de X e § =
&1,...,&),comé € Xq,...,& € X;. Em termos menos formais, pontilhar
a decomposi¢do D = (X, ..., Xx) é escolher um ponto & em cada conjunto

Xii=1,... k.
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A toda particdo pontilhada D* fica associada a soma de Riemann ¥ (f; D*)
definida por

k
Y (DY =) f&)-vol X; .
i=1

Diz-se que o nimero [ € o limite das somas de Riemann X (f; D*) quando a
norma |D| tende a zero, e escreve-se

I'= lim > (f: D",

|D]—

quando, paratodo & > 0dado, pode-se obter § > 0tal que, para toda decomposi¢cao
D do conjunto X com norma |D| < § tem-se |X (f; D*) — I| < ¢, seja qual for
a maneira D* de se pontilhar D.

Teorema 12. Se f : X — R ¢ integrdvel no conjunto J-mensurdvel X C R"
entdo

dx = lim X (f; D*

| Feodr= fim = (i)

Demonstracdo. Para toda decomposicdo D de X tem-se
s(fi D) <Y (f: D*) < S(f; D),

seja qual for o modo D* de pontilhar D. Pelo Teorema 11, temos | éi‘mO S(f; D) =

fx fx)dx.
Segue-se imediatamente que ul)i|m0 T (f; D*) = [ f(x)dx. O



Capitulo 9

Mudanca de Variaveis

Demonstraremos neste capitulo o importante Teorema da Mudanca de Varidveis
em integrais multiplas.

Comecaremos estabelecendo as notagoes.

U e V sdo abertos do espaco euclidiano R”; & : U — V € um difeomorfismo
de classe C!.

X € um subconjunto compacto J-mensurdvel de U. A fronteira de X, que
tem medida nula, estd contida em X (logo em U) e sua imagem por %, que € a
fronteira do compacto 4 (X), tem medida nula (Teorema 6, Capitulo 8). Portanto
h(X) também é um conjunto J-mensuravel.

Finalmente, f : 2(X) — R é uma funcdo integravel.

O Teorema da Mudanga de Variaveis diz que a seguinte igualdade € verdadeira:

7o)y = [ £ | deth'@id
h(X) b

Ela é andloga para n varidveis daquela estabelecida no Vol. 1. (Vide Teorema
2, Capitulo 11.) Notam-se, porém, algumas diferengas.

A funcdo que, no caso de uma sé varidvel, desempenhava o papel de & ndo
precisava ser um difeomorfismo. Para n > 1, entretanto, pelo menos injetividade
de i (ou algo equivalente) se faz necessdrio, sem o que a férmula ndo vale. (O
estudo dessas situagdes gerais leva a nog¢do de grau, que € analisada em detalhe no
livro “Curso de Andlise”, Vol. 2.)

Outra diferenca é o valor absoluto em | det 4’(x)|. E natural que o determinante
substitua a derivada 4’ (x) pois, quando n > 1, esta ndo é um niimero; mas o valor
absoluto que ocorre na férmula acima nio parece estar presente quandon = 1. Na
verdade, porém, ele estd oculto na igualdade

h(b) b
/h f(y)dy=/ F(h(x)) - W' (x)dx .

(@)
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De fato, se chamarmos de / o intervalo [a, b] e J = h(I) o intervalo cujos
extremos sdo h(a) e h(b), teremos h(a) > h(b) quando i’ < 0, logo a férmula
acima significa, em qualquer caso, que

/ FO)dy = f FO)) - 1 ()ldx
J I

pois
h(b)
/ sy = [ oy se @) <),
J (a
isto é,
h(a)
W) >0, e / foydy= [ fody
J h(b)

se h(b) < h(a),isto é,se h'(x) < O.
O Teorema de Mudanca de Varidveis serd provado por etapas.

1 O caso unidimensional
Dado o intervalo I = [a, b], escreveremos |I| = b — a.

Teorema 1. Sejam U, V C R abertos, h : U — V em difeomorfismo C', I C U
um intervalo compacto, J = f(I) e f : J — R uma funcdo limitada. Entdo

ff(y)dy=/ F(h(x)) - |h (x)|dx .
J 1

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos admitir que f(y) > 0 para
todo y € J pois, se somarmos a mesma constante positiva ¢ a ambos os membros
da igualdade acima, o lado esquerdo sofrerd o acréscimo de c¢ - |J| enquanto o
acréscimo sofrido pelo lado direito serd de c - f ; |h(x)|dx. Como h’(x) ndo muda
de sinal para x € J, o valor desta integral € ¢ - |h(b) — h(a)| = c - |J| também.
Esta observagdo nos deixa livres para manipular desigualdades. O

As particdes de J = h(I) so do tipo h(P), dadas por intervalos da forma
J, = h(l,),onde os I,(r = 1,...,k) sdo os intervalos de uma particdo P de I.
Para cada r, ponhamos M, = sup f(y) = sup f(h(x)) e ¢, = sup |/ (x)].

yedy xel, xel,
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Pelo Teorema do Valor Médio, para cada r = 1,...,k existe § € I, tal
que |J,| = [h'(§)| - |I,|. Pondo n, = ¢, — |W'(&)], temos n, > 0, em virtu-
de da continuidade uniforme de 4" no intervalo I, | 11>i|mo n, = 0. Segue-se que

k
lim Y n,|I,| = 0 pois

|P|—0 r=1

k k

0<> Ll < (maxn,)- Y |L| < (maxn,)-|1].

r=1 r=1

Entao
k k k
S(fh(P) = Y M- [Tl =Y MCALI =Y nll| e
r=1 r=I1 r=1

k
S((foh)-IH|;P) = Y NI,
r=1

pois se ¢,¢: A — R sdo duas fungdes ndo-negativas limitadas quaisquer
entdo sup(g(x), ¥(x)) < supe(x) - sup ¥ (x). Logo, para toda particio P do

. X€EA X€eA X€EA
intervalo 1, vale:

k
S(frh(P) + Y m 1L

r=1

S((foh)-|W; P)

IA

Segue-se que

/ fh) - W' (x)] -dx = ‘})ilmo S((foh)-|h'|; P)
I —

|}’i|r—1>10 S(fi h(P)) = /Jf(y)dy-

IA

A desigualdade oposta, f ;fndy < f . f (h(x))-|W (x)|dx,resulta da anterior, que

vem de ser provada, usando-se h=':J— Iemvezdeh, foh:I — Remvezde

f elevando em conta que, paratodo y = h(x),x € I,tem-se (h~")'(y) = 1/h'(x).
Entdo concluimos que

/Jf(y)dy = /If(h(x)) A (x)|dx .



142 CAPITULO 9: MUDANCA DE VARIAVEIS

2 Difeomorfismos primitivos

O préximo caso particular que consideraremos € aquele em que 4 € um difeomor-
fismo primitivo.
Chamam-se primitivos os difeomorfismos # de um dos dois tipos seguintes:
Tipo 1. Sdo fixados os indices i, j,com 1 <i < j <neh:R" — R" é dado
por

h(x) =h(xX1, .o o Xiy oo 3 Xjy oo 3 X)) = (X1, o0 Xy ee y Xiy e, X))
Tipo 2. Tem-se uma funcdo ¢ : U — R, de classe C', e para todo x € U vale
h(x) = (p(x), X2, ..., Xxy).

Teorema 2. Seja h : R" — R" um difeomorfismo primitivo do Tipo 1. Para todo
conjunto J-mensurdvel X C R" e toda funcdo integravel f : h(X) — R tem-se

fydy = /X f(h(x)) | deth'(x)|dx .

h(X)
Demonstracdo. O difeomorfismo 4 é um operador linear, com det#'(h) = —1
para todo x € R”, logo | deth’'(x)| = 1. Devemos, portanto, mostrar que

Sy Ay = [y f(h(x))dx. Ora, para todo bloco B C R”, sua imagem
h(B) é também um bloco, com arestas de mesmo comprimento que as de B, lo-
go vol h(B) = vol B. Como o volume de um conjunto J-mensurdvel Z C R”
€ o infimo dos nimeros Xvol B;, onde os B; = volZ. Toda decomposi¢do
h(X) =Y1uU...UY,étalque Y; = h(X;),onde X = X;U...U X; é uma
decomposi¢do de X. Todo ponto de Y; é da forma A (§;), com &; € X;. Logo

Fdy = lim 3 f(h(E)) - volY;

= |11)i\r£oz f(h(&)) - vol X; =/Xf(h(X))dX-

O]

Teorema 3. O Teorema de Mudanca de Varidveis em Integrais Miltiplas é vdlido
quando X C R" éumbloco retangulareh : U — V é um difeomorfismo primitivo
do Tipo 2.

Demonstracdo. Por conveniéncia, escreveremos os pontos de R" sob a forma
x(s,w),coms € Re w € R"!, e consideraremos o bloco X = I x A como
produto cartesiano do intervalo I = [a, b] pelo bloco A C R"~!. Note-se que,
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para todo w € A fixado, a fun¢do ¢, : s — @(s, w) = I é um difeomorfismo do
intervalo / sobre o intervalo J,, = ¢,,(I) = ¢(I x w). Observemos ainda que
a matriz jacobiana de 4 tem a primeira linha igual ao gradiente de ¢ e, a partir
c(})a segunda linha, coincide com a matriz identidade n x n. Portanto det 4’ (x) =

4
as )
w € A. Entdo h(X) C J x A. Como de praxe, f: J x A — R ¢ a funcdo
integrdvel, igual a f nos pontos de 4(X) e igual a zero nos demais pontos de
J x A. Entdo o Teorema 1 nos permite escrever:

(s, w) = ¢, (s). Seja J C R um intervalo compacto contendo J,, para todo

fO)dy = f@t, wydtdw = f@t, wydt dw
h(x) h(x) JxA

/ ( f fw(t)dt>dw= f ( fw(t)dt>dw
A J A Jw
= A(/Ifw(w(s,w))lfp;(S)dSIdw

= fp(s, w), w) - [deth'(s, w)|ds dw
IxA

/ f(h(x))-|deth' (x)|dx .
X

3 Todo difeomorfismo C' é localmente admissivel

Seja D o conjunto dos difeomorfismos de classe C'! para os quais é védlido o Teorema
de Mudanga de Varidveis. Os elementos de D serdo chamados difeomorfismos
admissiveis.

Como sabemos, o objetivo deste capitulo é provar que todo difeomorfismo
de classe C' é admissivel. Acabamos de ver que os difeomorfismos primitivos
pertencem a D. Além disso, como

det ((hy o hy)'(x)) = det k| (hy(x)) - det hy(x),
vé-se imediatamente que 4; o h, € D quando hy € D e h, € D.
Por exemplo, todo difeomorfismo da forma
h(x) = (XI’ R a-xjfla (p(-x)7-xj+17 LR a-xn)

& admissivel pois é composto de dois difeomorfismos primitivos.

Nesta secdo, provaremos que todo difeomorfismo de classe C' é localmente
admissivel. Este é o conteido do teorema seguinte, o qual, evidentemente, € um
resultado provisdrio.
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Teorema 4. Sejah : U — V um difeomorfismo de classe C' entre abertos de R".
Todo ponto de U possui uma vizinhanca, restrita a qual h é admissivel.

Demonstracdo. Basta provar que, dado xg € U, se h € definido numa vizinhanca
de x( e tem a forma

h(x) - (901()(:), 5(pj(x)v'xj+1v ’xn)

entdo existe um difeomorfismo k, de classe C!, composto de difeomorfismos pri-
mitivos, cuja imagem € uma vizinhanga de x, tal que

h(k(w)) = (WI(w)’ ce ijl(w)v Wiy enn wn) .

Ora, as j primeiras linhas da matriz jacobiana de h s@o os vetores
grad ¢y, ..., grad ¢; e as demais linhas coincidem com as da matriz identidade
n x n. Compondo 4, se necessario, com um difeomorfismo do Tipo 1, podemos

00 ;
admitir que a—(p’(xo) < 0. Pelo Teorema 5 do Capitulo 6 (aplicado a fung@o ¢;)
X

existe um difeomorfismo admissivel
k:wr (wy,..., kj(w),witr, ..., w,)

cuja imagem € uma vizinhanca de xo tal que ¢;(k(w)) = w; para todo w no
dominio de k. Entdo

h(k(w)) = (g1 (k(w"), ..., @j—1(k(w)), wj, ..., wy),

completando assim a demonstragao. O

4 Conclusao: todo difeomorfismo de classe C! é admissivel

Para terminar a demonstragdo do Teorema de Mudancga de Varidveis, vamos usar
um resultado topolégico elementar que estabeleceremos agora.

Seja X C |J C; uma cobertura do conjunto X C R”. Diz-se que § > 0 ¢é
rel
um niimero de Labesgue dessa cobertura quando todo subconjunto ¥ C X com

didmetro < § estd contido em algum C,. Isto equivale a dizer que, para todo
x € X, o conjunto X N B(x; §/2) estd contido em algum C}.

Teorema 5. Toda coberturaaberta X C | J A; de um conjunto compacto X C R"
A€L
possui niimero de Lebesgue.
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Demonstragdo. Se o teorema fosse falso existiriam, para cada n € N, um ponto
X, € X eumndmero §, > Otaisquelimé, = 0e XN B(x,; §,) ndo estaria contido
em A, qualquer que fosse A € L. Passando a uma subseqiiéncia, se necessario,
podemos admitir que limx,, = xo € X. Sejaig € L tal que xo € A,,. Como 4,,
¢ aberto, existe r > 0 tal que B(xp;r) C A,. Tomemos n € N tdo grande que
|x, —xo| < r/2eé, <r/2. Entdo B(x,;8,) C B(xp; r), logo B(x,;8,) C A,
um absurdo. ]

Exemplo 1. Seja X = A; U A, C R2. A cobertura aberta formada por A; =
{(x,y) e R x >0,y > 1/2} e A, = {(x,y) € R?; y < 0} nfo possui niimero
de Lebesgue.

Com efeito, dado qualquer § > Oseja p = (x,—y)comx > 0,y > Oe
1

-—+y< > entdo X N B(p; §/2) € um subconjunto de X com didmetro < §, o
X

qual ndo estd contido em A| nem A,. <
Teorema 6. Sejam X C R" um conjunto compacto J-mensurdvel, h : U — V
um difeomorfismo de classe C' entre abertos U,V C R" e f : h(X) — R uma
fungdo integrdvel. Entdo

f@@=[fWWW%MﬂWL
X

h(X)

Demonstra¢do. Existe uma cobertura aberta X C | J W,, C U tal que a restrigdo

xeX
de h a cada W, é um difeomorfismo admissivel. Seja § > 0 um ndmero de
Lebesgue dessa cobertura. Tomamos uma decomposi¢do D = (X — 1, ..., X;)

de X tal que cada conjunto X; tenha didmetro inferior a §. (Para obter D, basta
tomar uma particado P de um bloco A contendo X de modo que os blocos B; de P
tenham arestas < § na norma do méximo, ou < §/+/n na norma euclidiana. Em
seguida, ponha X; = B; N X.) Entdo

fdy =Y | fdy =) /X F(h()) - | det 1 (x)ldx

h(X) i Yh(Xi)

ff@@»wdaMQWM.
X

O

Corolario 1. Seja T : R* — R”" um operador linear. Para todo conjunto com-
pacto J-mensurdvel X C R" tem-se vol T(X) = |detT| - vol X.

Basta aplicar o Teorema 5 a funcio caracteristica £x em lugar de f, observando
que € suficiente considerar o caso em que 7 ¢ invertivel.



