UNA INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ALGEBRAICA

JUAN MIGLIORE Y CHRIS PETERSON

1. INTRODUCCION

Estas notas suplementan las lecciones del curso “Introduccién a la geometria algebraica
y aplicacions”, que forma parte de la Escuela de Matematica de América Latina y el
Caribe (EMALCA), durante el periodo 10-21 de octubre, 2011, en Asuncién, Paraguay.

El libro principal del curso es el libro de Cox, Little y O’Shea [1]. Ademds vamos a
usar las notas de Dickenstein [2]. Pero visto que [1] estd escrito en inglés y es muy largo,
y [2] es breve, quisimos escribir estas notas para dar algunos detalles de lo que vamos a
hacer en el curso, por lo menos en parte. Pero son notas muy incompletas, y va a haber
bastante en el curso que no se encuentra en estas notas!!

Es para nosotros un gran placer poder ofrecer este curso, y esperamos que tanto las
charlas como estas notas sean ttiles e interesantes para los estudiantes del curso.

2. ALGEBRA LINEAL

Recordamos muy brevemente algunas ideas de algebra lineal. Sea K un cuerpo. Para
nosotros, K casi siempre serd el cuerpo de numeros reales, K = R, o el cuerpo de niimeros
complejos, K = C. Pero puede también ser cualquier otro cuerpo, por ejemplo los enteros
modulo p, K = Z,,.

Definicién 2.1. Un espacio vectorial sobre K es un conjunto V', cuyos elementos se
llaman wvectores, con dos operaciones: adicién y multiplicacion escalar, que satisfacen
ciertos axiomas que vamos a dar en las lecciones. Una base de un espacio vectorial es un

conjunto de vectores {vy,...,v,} tal que cada v € V es combinacién lineal de los v;, y tal
que no existe un conjunto {ws,...,w,_1} con la misma propriedad. Entonces los v; son
linearmente independientes. U
Definicién 2.2. Sean zq,...,x, variables. Un monomio en estas variables es un pro-

ducto de variables. Por ejemplo, si las variables son 1, z, T3, 74 entonces z;x3x32] es un

monomio, pero también x3 es un monomio. Un polinomio es una combinacién lineal finita
de monomios. Por ejemplo,
395‘11372 — 15x1x2x§x4

es un polinomio. El grado de un polinomio es la suma maxima de los exponentes de los
monomios. Por ejemplo, el grado de 3z{ry — 15z 2905704 es 1 +1+ 5+ 1 = 8 porque
44+1=5<8=141+5+1. Un polinomio omogeneo es una combinacién lineal finita
de monomios del mismo grado d. U

Ejemplo 2.3. Sea Ry el conjunto de polinomios omogeneos de grado d. Entonces R, es
un espacio vectorial.

El conjunto de polinomios no necesariamente omogeneos de grado d no es un espacio
vectorial.

El conjunto de polinomios no necesariamente omogeneos de grado < d es un espacio

vectorial. 0
1
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Ahora vamos a introducir K™. Se lo puede estudiar en dos niveles: como nada mas que
un conjunto, o con una estructura adicional, la estructura de un espacio vectorial. Para
nosotros, casi siempre va a ser como conjunto:

Definicién 2.4. El espacio afin de dimension n, que escribimos a veces A" y a veces K",
es el conjunto de n-tuplas (py,...,p,) tal que p; € K.

Ejemplo 2.5. (1,2,3,4) e R* y C* y QL.
(7,27, 3w, 47) € R* y C* pero no Q*.
(1,2,3,4) ¢ R, O

Definicién 2.6. El espacio vectorial K™ es el espacio afin junto con las reglas de adicion
de vectores y de multiplicacién escalar. Il

Pregunta 2.7. Cuales son los subconjuntos “interesantes” de K™?¢

Es una respuesta un poco larga — ya por siglos estamos tratando de entenderla. Pero el
primer paso se encuentra con el dlgebra lineal.
Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales en n variables

1171 + Q122 + ...+ A1 nTn = b1
(2.1) 21T1  + Q2T + ...+ GpTp, = by
Um1%T1 + AmaTes + ...+ ApaTn = by

donde los z; son los variables (1 < j <n)ya;;yb (1 <i<m,1<j<n)son los
constantes; es decir a;; y b; son elementos de K. Sabemos cémo encontrar la solucién
de este sistema. Es el método de transformaciones elementales de filas (o eliminacion
Gausiana). Con esto podemos ver si un sistema de ecuaciones tiene solucion, cual es la
dimensiéon del conjunto de soluciones, y podemos parametrizar este conjunto. La idea
de la eliminacién es de usar las transformaciones elementales de filas para obtener una
matriz en forma normal — “Reduced row echelon form (RREF)” — o por lo menos forma
triangular — “Row echelon form” (REF).

Ejemplo 2.8.
3x1+4x2+5x3+6x4:7w34567W10—1—2—3
6y + Try + 8r3 + 94 = 10 6 7 8 9110 01 2 3|4
(RREF) y luego la solucién

Ty = —3+s+2

To = 4—2s—3t

r3 = S

Ty = t

donde s y t son elementos arbitros de K. Entonces la solucién tiene dimensiéon 2, ya que
hay dos parametros para la solucién. Il

Observacion 2.9. Todo esto funciona porque las transformaciones elementales de filas
no cambian la soluciéon. Vamos a ver algo parecido cuando pasamos a las variedades. [J

Repetimos que un sistema puede no tener ninguna solucién, como por ejemplo el sistema

r + y = 5
r + y = 6.
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También puede tener un nimero finito, non-cero, de soluciones (entonces necesariamente
una).
Ahora observamos que el sistema (2.1) se puede escribir como

fl(xl,...,xn) = O
f2($1,...,$n) = 0

(2.2)
f(z1,...;zn) = 0
donde
filzr, ... 2n) = a1121 +a12T2+ -+ a1 %, — by
fm(xh cee 7xn) = am1T1 + Am, 222 + - Amndn — bm
Los polinomios fi, ..., f,, son de grado 1, pero tienen términos de grado 1 y términos de

grado 0 (los constantes b;). La solucién del sistema (2.1) es igual al conjunto de puntos
P = (p1,...,pn) en K™ por los cuales

filprs - spn) =0

fm(pla s >pn) = O
Definicién 2.10. Vamos a denotar esta solucidén con
V(fi,-. oy fm) ={P € K" | fi(P)=0pori=1,...,m}. O

., Qué ocurre cuando hacemos las transformaciones elementales? Estamos haciendo
combinaciones lineales de las f;(x1,...,x,,) con el objeto de transformarlas en forma que
se puede obtener informacién util. Repetimos: la observacién importante es que haciendo
estas combinaciones lineales no cambiamos la solucion del sistema. Observamos
también que estas transformaciones elementales trabajan en el espacio de filas (row space)
de la matriz, cambiando la basis pero dejando intacto el espacio mismo.

Un caso muy importante ocurre cuando los b; son todos 0. En este caso el sistema (2.1)
stempre tiene por lo menos una solucién, es decir x; = 0 por todos los j. Igual que antes,

podemos encontrar la dimensién del conjunto de las soluciénes. Los polinomios fi,..., fi
ahora son polinomios homogéneos.

Observen que cuando los polinomios son homogéneos, si (1, ..., 7,) es una solucién del
sistema de ecuaciones y si A es un nimero arbitrario, entonces (Ary, ..., Ar,,) también es
una solucién. Podemos decir la misma cosa en otras palabras: si un punto P = (ry,...,7,)
es parte del conjunto de soluciones entonces toda la recta que contiene P y el origen
(0,...,0) es parte del conjunto de soluciones. Es simplemente porque si

ary + -+ apr, =0
entonces también

ap-(Ar)+ - tan (M) = A (@ + -+ apr,) =A-0=

3. EL ESPACIO AFIN Y VARIEDADES AFINAS

Ahora simplemente vamos a dejar que el sistema de ecuaciones (2.1) contenga poli-
nomios de grado mayor de uno. En otras palabras, los polinomios fi,..., f,, de (2.2)
pueden ser de cualquier grado. Ahora la definicion 2.10 queda igual, pero ahora hay
mas posibilidades para los f;. Ponemos R = K|zy,...,x,]; es decir, vamos a considerar
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polinomios en las variables x1,...,z,. Como vamos a ver, R tiene la estructura de un
anillo.

Definicién 3.1. Una variedad algebraica afina es un subconjunto V' del espacio afin K"
tal que existen polinomios fi, ..., f,, para los cuales

V=V(fi,...,fm)={P e K" | fi(P)=0pori=1,...,m}.

En otras palabras, V es el conjunto de soluciones del sistema (2.2), pero ahora los f;
tienen grado > 0. O

Ejemplo 3.2. (1) Los polinomios que definen una variedad algebraica afina no son
tinicas. Por ejemplo, en K3 usando las variables z,y, z, tenemos V(z) = V(2?) =
{(0,a,b) | a,b € K}. Entonces V' es un plano.

(2) Si uno de los f; tiene grado 0 pero no es el polinomio 0, es decir si es un con-
stante, entonces V' (fi,..., f) = 0, el conjunto vacio, que entonces también es
una variedad. No importa cuales son los otros polinomios.

(3) Si el cuerpo es R entonces también podemos obtener () con otros polinomios. Por
ejemplo, si las variables son z,y, 2 y f(z,y, z) = 22 +y*+22+1 entonces V(f) = 0.
Si el cuerpo es C, esto ya no es cierto.

(4) Si hay solamente un polinomio, y es el polinomio f = 0, entonces V(f) = K™.
Entonces también K" es una variedad.

Las notas de Dickenstein dan una lista larga de ejemplos y aplicaciones.

4. EL ESPACIO PROYECTIVO Y VARIEDADES PROYECTIVAS

Las notas de Dickenstein [2] hablan de variedades algebraicas afines; es decir, sus var-
iedades “viven” en el espacio K". Sin embargo, una gran parte de la geometria algebraica
estudia variedades proyetivas. En esta seccion veremos lo que es el espacio proyectivo, y
qué necesitamos para definir variedades proyectivas. Para poder visualizar

Para empezar, vamos a dar la definicién del espacio proyectivo como un conjunto.
Despus vamos a estudiar la estructura de este conjunto. Hay varios puntos de vista para
estudiar el espacio proyectivo. Estos incluyen

e Empezando con los axiomas. (JM va a mencionar esto en la charla para la Sociedad
Cientifica del Paraguay.)

e Empezando con el espacio afin K" y anadiendo puntos del infinito, que tienen la
estructura de un espacio proyectivo de dimension n — 1.

e Punto de vista topoldgico.

Vamos a dar algunos detalles en las lecciones.

Definicién 4.1. El espacio proyectivo de dimension n, denotado P, es el conjunto de
rectas en el espacio afina de dimensién n 4+ 1 que pasan por el origen (0, ...,0). Es decir,
P" es el conjunto de subespacios lineales de dimensién 1 en el espacio vectorial C™*!,

Porqué decimos que P" tiene dimensién n si se trata de C**'? Empecemos con valores
chicos de n.

Primero vamos a considerar n = 0. En este caso A" = A! es una recta (es decir, es
un espacio vectorial de dimensién 1). Hay solamente una recta dentro de A' (es decir,
hay un solo subespacio de dimensién 1), que es A! mismo. Entonces P es un solo punto,
igual que A°.
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Ahora consideremos n = 1. En este caso A" = A2. Los subespacios de dimensién 1
dentro de A? son las rectas que pasan por el origen:

14

Si consideramos la recta A con ecuacion y = 1, podemos representar a cada una de
estas rectas en el dibujo menos una (cual???) con un punto de A\. Entonces podemos
considerar el espacio P! como la unién de ¢ con un punto més, que llamamos el punto del
infinito de P!

De la misma manera, P? se puede ver como la unién de A? con una recta proyectiva,
P!, del infinito. Y siguiendo asi, P" es la unién de A® y P!,

A los puntos del espacio proyectivo podemos dar coordinadas proyectivos, que es pare-
cido a los de los puntos del espacio afin, pero no idéntico. Recordamos que P" es el
conjunto de rectas de A"™! que pasan por el origen. Es decir, un punto de P" tiene la
forma

{(Aag, Aay, ..., ha,) | A € K}

donde no todas las a; son cero. Pero podemos cambiar (ao, . .., a,) con cualquier multiplo
escalar non-cero, y tenemos la misma recta pasando por el origen en A", es decir tenemos
el mismo punto de P". Associamos a este punto las coordinadas [aq, . . ., a,], entendiendo
que

[ag, ..., a,] = [Aag, ..., Aay,)
por cualquier A\ # 0.
Ejemplo 4.2. En P* tenemos el punto
[1,2,3,4,5] = [2,4,6,8,10] = [3x, 67, 97, 127, 157].
Observen que [0, 0,0,0,0] no es un punto de P*. Il

Con estas coordinadas, jpodemos hacer lo mismo que hicimos para el espacio afin y
decir que si fi,..., f,, son polinomios con n 4 1 variables entonces definen una variedad
V(fi,-.., fm)? La primera respuesta es jjno!!.

Ejemplo 4.3. Sea f(w,r,y,2) = w — 2> + y> — 2. Entonces f(1,1,1,1) = 0, pero
£(2,2,2,2) = —10 # 0. Asi que no es claro si f tiene el valor cero para el punto [1, 1,1, 1]
de P3.

Por otro lado, si g(w, z,y, 2) = wz® — 222% + y°z — z* entonces

g(1,1,1,1) = f(2,2,2,2) = 0.

,Cual es la diferencia entre f y g? O
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La observacién importante es que si f es omogeneo en las variables xg,...,z, vy P =
lag, ..., a,] es un punto de P", entonces

f(P) = f(ag,-..,a,) =0 siy solamente si f(Aag, ..., \a,) =0 por cada valor de A.

Definicién 4.4. Una variedad proyectiva es un subconjunto V' del espacio proyectivo P”
tal que existen polinomios omogeneos fi,..., f,, en n + 1 variables para los cuales

V=V(fi,....fm)={P P | fi(P)=0pori=1,...,m}.

5. GRUPOS, ANILLOS E IDEALES

Definicién 5.1. Un grupo (G,*) es un conjunto, GG, con una operacién * tal que estos
axiomas son validos:

e Por cada a,b,c € G tenemos (a * b) x ¢ = a x (b* ¢) (asociatividad);
e Existe un elemento de identidad e tal que por cada a € G tenemos axe = exa = a;

e Por cada elemento a € G existe un elemento ™! € Gtalqueaxa ! =a'x a = e.

El grupo es abeliano si a x b = b* a por cada a,b € G. Il

Ejemplo 5.2. (1) Si V es un espacio vectorial entonces (V,+) es un grupo abeliano.
(2) Si G es el conjunto de 2 x 2 matrices con determinante non-cero entonces (G, -) es
un grupo pero no es abeliano.
3) (Z,+),(R,+),(C,+),(Z,,+) son grupos abelianos.
(4) (R,-) no es un grupo pero (R — {0},-) y (C — {0},-) son grupos. En cambio,
(Z — {0}, ) no es un grupo.

Definicién 5.3. Un anillo (R, +,-) es un conjunto junto con dos operaciones, + y -, que
llamamos adicion y multiplicacion, tales que valen estos axiomas:
e (R,+) es un grupo abeliano;
e La multiplicacion es asociativa;
e Vale la distributividad a- (b+¢) = (a-b)+ (a-¢)y (a+b)-c=(a-¢c)+ (b-c).
Si la multipicacion es conmutativa entonces R es un anillo conmutativo. Normalmente
no se supone que haya un elemento 1 que es la identidad para la multiplicacién, pero

nosotros siempre vamos a suponer que existe. U
Ejemplo 5.4. (1) Z es un anillo conmutativo.
(2) Si M es el conjunto de 2 x 2 matrices entonces M es un anillo pero no es conmu-
tativo.
(3) R = K|xy,...,x,] es un anillo conmutativo. Para nosotros éste es el ejemplo mas
importante.

Definicién 5.5. Sea (R, +,-) un anillo y sea I C R un conjunto. Entonces I es un ideal
si(I,+)esungrupoysia-I CIyl-bCIporcadaa,bée R.

Proposicién 5.6. Si R = Z entonces los ideales son todos de la forma
nZ ={na | n € Z}
Por ejemplo, 6Z = {--- —18,—-12,—6,0,6,12,18, ...} es un ideal en Z.
(Verificar...)
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Proposicién 5.7. Sea R un anillo y sean fi,..., f, € R. Pongamos
I={afitcfo+ - +cfi|a€ER pori=1,...,r}

Entonces I es un ideal en R. Lo designamos con

I= <f17"'7f7“>
y decimos que los f; generan [.
(Verificar...)
El caso més importante para nosotros es el caso R = K[z1,...,x,].

Observacién 5.8. Puede ser que no necesitamos todos los f;. Por ejemplo, en el anillo
R =Rz, y, z], tenemos

(0 + ¢ 2 + 2%y = %) = (@ gt et 4 )
Si no se puede quitar ninguno de los f; entonces decimos que los f; forman una base para
I. Es muy parecido a la nociéon de base para un espacio vectorial. O

Ejemplo 5.9. El ejemplo principal para nosotros es este. Sea V una variedad en A™.
Entonces

I(V)={f e Kl[z1,...,2,] | f(P) =0 por cada P € V}
es un ideal que llamamos el ideal de V. Si V es una variedad en P" entonces I(V) es el
ideal generado por

{f € K[zo,...,x,] | f es omogeneo y f(P) =0 por cada P € V'}.

En ambos casos, un teorema de Hilbert (Hilbert Basis Theorem) asegura que hay un
ndimero finito de polinomios que generan (V).
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