INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION
CON ALGORITMOS




Indice

1. Minimizacién irrestricta 6
1.1. Condiciones de Optimalidad . . . . . . . . . . . ... ... ... .. .. ..., 6
1.2. Métodos de descenso . . . . . . . ... 9
1.3. Busqueda lineal . . . . . . . . . .. 11
1.4. Direccién de Newton . . . . . . . . . . . . 17
1.5. Métodos de Quasi-Newton . . . . . . . . . . ... .. ... 22
1.6. Regiones de confianza . . . . . . . . . .. ..o 25

2. Teoria basica de optimizacién con restricciones 31
2.1. Minimizacion con restricciones de igualdad . . . . . . ... ..o 31
2.2. Minimizacion con restricciones de desigualdad . . . . . . . ... ... 39
2.3. Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para problemas con restric-

ciones de igualdad y desigualdad . . . . . . . . ... ... L. 46
2.4. Problemas convexos . . . . . . . . . 47

3. Métodos numéricos para problemas generales de optimizacion 49
3.1. Método del gradiente proyectado . . . . . . . . ... L. 49
3.2. Método de Conjuntos activos . . . . . . . .. . ... 52
3.3. Métodos de penalidad y barrera . . . . . . . .. ... oo o7
3.4. Método de Lagrangiano Aumentado . . . . . . . . . . . ... ... .. 68



Notacién y consideraciones iniciales.

10.

x
Denotamos =z € IR™ al vector x =

Tn

Dada una sucesién de puntos {xy}x en IR™. Decimos que {z;} converge a x, y escribimos
xr — x si, para todo € > 0 existe kg tal que

|lzr — || < e,Vk > k.
Decimos que Z € IR" es un punto de acumulacién de {z;} (o punto limite) si existe una
subsucesién infinita de indices K = {ky, ko, ...} tal que limge i 25 = 7.
Toda sucesién {xy} acotada (||zg|| < M) tiene una subsucesién convergente.

Una funcién f : R® — IR es continua en xg si lim,_,, f(x) = f(xo). Equivale a que, para
todo € > 0 existe d > 0 tal que

si ||l — zo|| < 0 entonces |f(z) — f(zo)| < e.
Dada ¢ : IR™ — TR decimos que g es Lipschitz continua si existe £ > 0 tal que |g(z) —
Sip: IR — IR es una funcion de una variable, se define la derivada de ¢ como

oy dp et +h) —p(t)

v (t)

“a) T

Si f:IR"™ — IR, el gradiente de f es el vector formado por las derivadas parciales de f,

of(z) 9 f(x) 9 f(x)
o1 8&0% T Oxian
Vf(z)= : y Vif(z) = o es la matriz Hessiana de f.
f (@) 0% f(=) 0% f(=)
Oz, Or1zn " 0%z
ofi(x 0fi(x
i) Sl S
SiF:R" - R™ F(zx) = : entonces F' () = JF(z) = : : :
Ofm(x) 9 fm(z)
() TOor  Own

IR™*" se denomina matriz Jacobiana de F'.

Si las derivadas parciales de f existen y son continuas decimos que f es diferenciable. En
este caso, la derivada direccional de f en z en la direccién u, ||u|| = 1 se define como

D, f () = lim (o + h?;L) — f(a)

= Vf(xo) u.

Denotamos por C"(IR?) al conjunto de las funciones en IR? que son continuas y tienen
derivadas parciales continuas hasta orden n.
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Teorema del valor medio. Dada una funcion ¢ : IR — IR y dos niimeros reales tq, to, to > 11,
existe £ € (ty,1q) tal que
(&) = —w(tii — fl(tl).
Una extensién de este resultado para funciones de varias variables establece que existe
a € (0,1) tal que
Vf(zo+ad)td= f(zo+d) — f(zo).

Luego, si f tiene derivadas segundas continuas se obtiene su desarrollo de Taylor alrededor
de zq:

f(@) = f(zo) + V f(x0)"(x — x0) + %(w — 20)" V2 f (20) (z — o) + o(||x — wo|*)

donde 2z=xoll®) _, .

llz—=oll?
Dado z € Q,e > 0,B(z,e) ={y e R": ||z —y|| < €}

Teorema de la Funcién Implicita. Sea h : IR™ x IR™ — IR™ una funcién diferenciable en
un entorno de un punto (z*,0) tal que

a) h(z*,0) = 0 para algin z* € IR",
b) V.h(z*,0) es no singular.

Entonces existen entornos de z* y de t = 0 y una funcién diferenciable z(t) definida en
forma implicita tal que h(z(t),t) = 0.

Siz,y€ IR" x <y representa x; < y; paratodos=1,...,n.

Dada una matriz A € IR™*" simétrica, decimos que es semidefinida positiva (respectiva-
mente definida positiva) si 27 Az > 0, Va (respectivamente 27 Az > 0, Va # 0). Denotamos
por A > 0 (respectivamente A > () una matriz semidefinida positiva(respectivamente de-
finida positiva). Si A es simétrica definida positiva sabemos que sus autovalores Ay, ..., \,
son todos positivos y se tiene que, para todo z € IR™ :

Amin (A2 < 27 Az < Apaa (A) |12

A
Norma de matrices. Dada una matriz A € IR™" se define ||A|| = sup | Az]] =
zeRraz0 ||

n

sup ||Az||. Luego, las normas usuales de vectores ||z|; = Z |z, || x]|2 =
Jof=1 im1

v ||z]|ec = méx;—1,_,|z;| inducen normas de matrices y se puede probar que [|A|; =
n n
max E |aij|, | Alloo = max g lai| v [ All2 = Amax(AT A))/2 donde Ayp4r es el mayor
J=4..,n =1,...,n
i=1 j=1
autovalor de la matriz.

Dado el espacio IR™, un subconjunto S C IR™ es un subespacio de IR" si ax + By €
S Vo, €R,z,y €S.
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Dado un subespacio S, los vectores vy, ..., v, en S son linealmente independientes si para
cualquier combinacién

avy + ... v, =0 implica a; =0V =1,...,m.
en caso constrario decimos que los vectores son linealmente dependientes.

Dado un subespacio S, se define el espacio ortogonal a S € IR™ como el subespacio
St={rcR":2"y=0,vy € S}.

Se tiene que S @ S+ = IR™.

Si A € IR™*" es una matriz real, se define el nticleo como el subespacio
Nu(A) ={ue R": Au =0} C IR",

y el rango o imagen de A como el subespacio

Im(A) = R(A) ={w € R™ : w = Au para algin vector u} C IR™.

Se tiene que R(A)* = Nu(AT).

El teorema fundamental de algebra lineal establece que

Nu(A) @ Im(AT) = R"

Si A € R™", m < n que tiene rango m entonces la matriz AT A es no singular.



1. Minimizacion irrestricta

En esta seccién presentaremos condiciones de optimalidad y métodos practicos para resolver
problemas de minimizacién sin restricciones.

1.1. Condiciones de Optimalidad

Consideramos el problema general de optimizacion no lineal:

Minimizar f(x)
sujetoa z € Q C R"

(1)

para f : IR™ — IR continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene a 2. La
funcion f sera llamada funcién objetivo.

Consideramos al conjunto IR con el orden usual, de esta manera tiene sentido hablar de
minimizador, aunque sabemos que no siempre puede garantizarse existencia de un minimizador

cuando 2 = IR™.

Pueden considerarse diferentes representaciones del conjunto €2:
1. © = IR" representa el problema de minimizacion irrestricta.
2. Q ={z € R"; Az = b}, A € IR"™*", problema de minimizacién con restricciones lineales

de igualdad.

SiQ)={z e R"; Az < b}, A € IR"™*", problema de minimizacién con restricciones lineales
de desigualdad.

SiQ={zeR" Az =b,Czx <d},A € R C € RP*", problema de minimizacién con
restricciones lineales.

Si ademsds, f(x) = eTx el problema se llama problema de programacién lineal.

Si, f(z) = 2THx + €Tx con H matriz simétrica, el problema se llama problema de
programacion cuadratica.

3. SiQ={x e R"h(zr) =0} con h:IR" — IR™ el problema es de programacién no lineal
con restricciones de igualdad.

4. 5i Q= {x € R";h(z) =0,g(x) <0} con h: R*" — IR™, g : R" — IR? el problema es de
programacion no lineal con restricciones de igualdad y desigualdad o problema general de
programacion no lineal.

Definicién 1.1. Decimos que x* € Q es un minimizador global de f(x) en Q si
f(*) < f(2), ¥z € Q.
Decimos que z* es un minimizador local de f(x) en Q si

fl@™) < f(x),Vr € QN B(z*,¢e).



Estudiaremos a continuacién condiciones necesarias y suficientes para minimizadores locales
de una funcién sin restricciones. Estas condiciones pueden ser de primer o de segundo orden
dependiendo del ntimero de derivadas que pueden tenerse en cuenta. Vamos a suponer siempre
que f tiene, al menos, derivadas parciales continuas de primer orden. Cuando sea necesario el
uso de derivadas de orden superior se establecera explicitamente.

Suponemos conocidos los siguientes resultados para funciones de una variable:

R1 Sea f:IR — IR,C". Si 2* es un minimizador local de f en IR entonces f (z*) = 0.

R2 Sea f : R — IR,C?. Si 2* es un minimizador local de f en IR entonces f (z*) = 0y
f(@) = 0.

Teorema 1.2. Condicién necesaria de primer orden. Sea f: R" — IR,C'. Si 2* es un
minimizador local de f en IR™ entonces V f(z*) = 0.
Dem.

Sea d € IR™ arbitraria. Definimos v(t) = 2* +td y ¢(t) = f(y(t)), ¢ : R — IR. Como z* es
un minimizador local de f entonces t = 0 es un minimizador local de . Observar la figura 1.
Luego, por R1 tenemos que ¢ (0) = 0.

t

Figura 1: El valor t = 0 es un minimizador de ¢(t).

Luego, usando regla de la cadena, sabemos que ¢ (t) = Vf(7(t))"7'(t). Evaluando en ¢ = 0
resulta 0 = ¢ (0) = Vf(2*)7+'(0) = Vf(2*)"d. Como d es arbitrario, considerando d = V f(x*)
si Vf(z*) # 0 obtenemos que ||V f(z*)|| = 0. Luego, debe ser V f(z*) = 0. O

. / . . . . .,
La derivada ¢ (0) = Vf(2*)7d es una derivada direccional de f en z* en la direccién d y
mide la variacién de la funcién en esa direccién.

Definicién 1.3. Un punto x* que cumple V f(z*) = 0 se denomina punto estacionario de f.

Teorema 1.4. Condicién necesaria de segundo orden. Sea f : IR" — IR, C%. Si 2* es un
minimizador local de f entonces V f(z*) = 0 y V2f(z*) es semidefinida positiva.
Dem.



La primera parte se obtiene del teorema anterior. Para probar la segunda parte, considera-
mos nuevamente la funcién ¢(t) = f(y(t)), ¢ : R — IR para y(t) = z* + td. Luego, por R2
tenemos que ¢ (0) > 0. Usando regla de la cadena,

P (t) = VI Z o @+ td)d
v (O orf Pf .
e (t) = (c%l (" + td)dy + 9100, (" +td)dy + ...+ O 0r. (x* + td)dn) dy+
>rPf o, 2f B
+ (axlaxn (x* 4+ td)dy + ax2 —=(2* + td)d, > d, =

A"V f(z* + td)d.

Asi, vemos que ¢” (0) mide la curvatura de f en 2* en la direccién d. La condicién ¢ (0) > 0
equivale a dTV?2f(z*)d > 0,Vd € IR™. Luego, en ese caso tenemos que V2 f(z*) es semidefinida
positiva como queriamos demostrar. 0

La condicion del teorema anterior es necesaria pero no suficiente, considerar por ejemplo,
la funcién f(z,y) = 2® + y3 en el origen.

Teorema 1.5. Condicién suficiente. Sean f una funcién C? y x* un punto estacionario de
f. Si V2f(x*) es definido positivo entonces x* es un minimizador local de f.
Dem.

Consideremos el desarrollo de Taylor de f alrededor de z*:

fa) = f@) + V () (z —2") + %(a: — o)V f(a") (@ — 2*) + of[|lw — 2" |]?).
Luego, Vx # x* se tiene que

f@) = fl) _1@—a)"

z—a*) | oflr— =)
= V2 f(z*) ( + :
lo —a*[|* 2o — 2] o —a*[| [l —2|?
Como V2f(x*) es definido positivo tenemos que sus autovalores cumplen A\; > Ay > ... >
An > 0. Luego,
d"V? f(a")d > Xa|d]|*.
Esto implica que
_ * e b
f(z) f;(l;) > 4 56*||2)_
[l — || [l — 2]
Como O(||Hz_—i||”22) tiende a 0 cuando x — z* tenemos que, para x suficientemente proximo a x*,
"(H”j—j:””g) > —22 vy obtenemos que
o *
f@) = 1) M
[l — =[] 2
como queriamos probar. Luego, * es un minimizador local estricto. [l
Ejercicios.



1. Encontrar, si existen, los maximizadores y minimizadores locales de la funcion f(z1, x2) =
o3 + 23 — 3z129. Existen maximizadores y minimizadores globales?.

2. Sea f(z1,72) = (v9 — 2%)% + 23. Mostrar que f tiene un tinico punto estacionario que no
es maximizador ni minimizador de f.

3. En la siguiente figura se presentan las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 3z —x3—2y*+
y*. Usar las curvas de nivel para predecir si los puntos estacionarios son minimizadores,
maximizadores o puntos de silla.

1.2. Métodos de descenso

Por el teorema que nos da condiciones necesarias de primer orden sabemos que si Vf(x) # 0
entonces z no es minimizador local de f y existe z € R™ tal que f(z) < f(z). Luego, para
buscar un minimizador local, la estrategia mas natural es, dado x; € IR", buscar x;., tal que
f(zk4+1) < f(xg). Una manera de realizar esto es tomar una direccién djy a partir de xj en la
que sepamos que f desciende y moverse un cierto paso t; en esa direccién para obtener xy.q
de la forma zy,1 = xp + trdy, de modo que f(xpy1) < f(xx). Los métodos que realizan este
procedimiento sucesivamente se denominan métodos de descenso.

Definicién 1.6. Una direccion d € R™ es una direccion de descenso de f en x si existe € > 0

tal que f(x +td) < f(x),Vt € (0,¢].
En la direccién d se obtiene un decrecimiento de f, si ¢t > ¢ no hay mas decrecimiento.
Lema 1.1. Sea f diferenciable en x.

1. SiVf(x)Td <0 entonces d es una direccién de descenso de f en .

9



2. Sid es una direccidn de descenso de f en x entonces V f(z)Td < 0.

Dem.

Para la parte 1., como f es diferenciable, tenemos que

O )T i L2 1)~ @)

t—0 t

< 0.

Entonces, para t > 0 suficientemente pequeno se tiene que f(x + td) < f(z) como queriamos
probar.
Para la parte 2., tenemos que

f(x+td) — f(x) = Vf(z)'dt +o(t) <0

luego, para t > 0,
f(z +td) — f(z)
t
Haciendo ¢t — 0T obtenemos que V f(x)%d < 0. a

=Vf(z)'d+ @ < 0.

Vf(x)

[z +tdy) < f(x)

f(z) =cl/10
)= ey @ =cl

Figura 2: En el ejemplo, podemos ver las curvas de nivel de cierta funcién f. d; es direccion de
descenso para f a partir de x pero dy no lo es.

En la figura 2 se muestran dos direcciones para una funcién f y sus curvas de nivel.

Observacién. Por un lado, si V f(x) # 0 entonces el producto V f(x)Td < 0 quiere decir que
en esa direccién podemos encontrar puntos donde el valor funcional de f es menor que en f(x).

Por otro lado, Vf(z)Td < 0 quiere decir que el dngulo que se forma entre d y Vf(x) es
mayor a 90°. Asi, la direccién de maximo descenso se obtiene cuando el dngulo toma el valor de
180°. Esta direccion es d = —V f(x) y es llamada direccion de Cauchy o direccién de maximo
descenso. Tiene la desventaja de que, cuando las curvas de nivel de la funciéon objetivo son

10



muy alargadas, la direccion es “casi” ortogonal a la direccién que hace llegar al minimizador
rapidamente generando un proceso en zig-zag.

El esquema iterativo o modelo de algoritmo general basado en direcciones de descenso
consiste en los siguientes pasos:

Algoritmo general. Dado zy € IR" inicial, en cada paso k:

1. definir una direccién d, de descenso para f en xy;

2. encontrar ¢; > 0 (tamano del paso) tal que f(zy + trdy) < f(zg);
3. definir z 1 = xp + tgdy;

4. Determinar si xxy1 es solucion.

Como las direcciones son de descenso, siempre es posible encontrar una sucesién de pasos
tr en las condiciones planteadas anteriormente. En estas condiciones, la sucesion de valores
funcionales f(xy) es decreciente, esto quiere decir que, en los diferentes pasos iterativos los
puntos x; se encuentran en curvas de nivel asociadas a valores cada vez menores. Esto justifica
la esperanza de que la sucesién x; pueda converger a una solucién (aunque en general, solo
podremos garantizar convergencia a puntos estacionarios.)

En lo que sigue de esta seccion intentaremos definir los pasos que estan en abierto en el
esquema general.

El punto inicial zy debe ser un dato del problema.

El criterio de finalizacion para determinar si un nuevo punto es soluciéon puede basarse en
la pregunta de si |V f(xr4+1)|| < € para algun pardmetro ¢ inicial y fijo.

Nos resta estudiar como calcular posibles direcciones dj y como calcular las longitudes de
paso tg.

Supongamos que dj es una direccion de descenso de f a partir de x, existen diferentes
reglas para determinar #j, estas reglas se denominan reglas de busqueda lineal.

1.3. Busqueda lineal

= Bisqueda lineal exacta.

Esta estrategia consiste en buscar el minimizador de f en la semirecta z; + tdy para t > 0, es
decir:
t, = argmingso f(zx + tdy).

Vimos que, si f es diferenciable tenemos que, en la direccién di se cumple que
@ (t) = V f(wre1) i = 0.

Si Vf(zry1) # 0 entonces x4 es el punto interseccién de la semirecta que parte de xy en la
direccién di con la curva de nivel de f que pasa por z;.1. Si bien es la longitud de paso optimo
puede ser muy dificil de calcular en forma exacta.

11



Ty

tr es el mejor paso ya
Tg41
que es el que da el va-

\ lor minimo de f en la

curva de nivel direccién
Vf (Ik+1)

(@) = f(zrh1)
dy,

Veamos la expresion de esta longitud de paso en el caso en que f es una cuadratica. Sea
f(z) = 32" Az + bTz. Dada una direccién d, buscamos que valor ¢ tal que V f(z + td)’d = 0.
Como V f(x) = Az + b tenemos que (A(z +td) +b)"d = 0. Entonces 27 Ad + td" Ad + b"'d = 0,
luego t = —M

dTAd -

Ejemplo. Realizar dos iteraciones del Método del gradiente con bisqueda exacta a partir
del punto zy = (0,0) para la funcién f(x,y) = —2xy — 2y + 22 + 2y>.

A partir de g se obtiene que dy = —V f(x¢) = (0 2)7. Luego, g(t) = f(zo+tdy) = —4t + 82
y tiene su minimizador en ¢ = . Luego, 21 = zo + tdo = (0 %) Luego, d; = —V f(x;) = (1 0)7,
g(t) = f(zy+td)) = —t+¢>—0,5 y tiene su minimizador en ¢ = 3. Luego, 2o = 21 +td; = (5 3).
Observar los iterados obtenidos en la figura en la que se observan las curvas de nivel de la funcién
objetivo.

—2xy—2y+><2+2y2

251 b

0.5

_0.5 = 4

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

= Regla de Armijo

Esta busqueda es inexacta y se basa en calcular una longitud de paso que de un “descenso
suficiente” de f en relacién al valor f(xzy).

12



Consideramos f diferenciable, zy,d) dados y fijos. Definimos ¢(t) = f(z) + tdy). Para
o1 € (0,1) fijo, consideramos los ¢ tales que

(1) < 9(0) + oty (0).
Luego, en términos de f se tiene la denominada condicién de Armijo

La reduccion que exige esta condicion es proporcional a la longitud del paso ;. y al valor de
la derivada direccional. Ver figura 3.

/ y = ©(0) + tor'(0)

Recta tangente a p(t) ent =0
y=¢(0) + ¢ (0)

Figura 3: Regla de Armijo.

En general, en un proceso algoritmico, se procede de la siguiente manera:

1. Comenzar con t = 1.

2. Si f(zp + tdy) < f(ar) + 01tV f(zx) T dy, entonces definir ¢, = ¢;

3. si no, reducir ¢ con algun criterio hasta que se cumpla la condicién.
Posibles maneras de reducir ¢:

1. hacer t = t/2;

2. calcular ¢t € [0. 1¢,0. 9¢]. (puede ser el punto medio del intervalo)

Lema 1.2. Dados wy, dy, tales que V f(xy)"d, < 0,01 € (0,1) fijo entonces existe € = &(oy) tal
que (2) se cumple para todo t € (0,¢].
Dem.

13



f(xy + tdy,) — f(ag) [y + tdy,) — f(ag)

T; _ 1 . B
Como V f(zg)" dy = 11_1)16 ; < 0 entonces %l—{% I F ()Tl =1
Por definicién de limite, tenemos que existe ¢ > 0 tal que, para todo t € (0, €]

S+ tdy) = f ()
= 01
tV f(zx) " dy
como queriamos probar. ]

Si bien esta buisqueda inexacta es la mas popular, puede no asegurar que se haga un progreso
razonable ya que se pueden tomar pasos (valores de ;) demasiado chicos.

Ejercicios.

1. Sean f:IR" — IR, z,d € IR", A\ > 0 tales que = + Ad cumple la condicién de Armijo. Sea
0 < p < A. Cumple p la condicién de Armijo? Pruebelo o de un contraejemplo.

2. Mostrar que si f es una funcion cuadratica entonces se verifica Armijo con o7 = 0.5.
= Regla de Wolfe

Esta condicién, ademas de pedir la condicién de Armijo, exige otra condicién para evitar
valores de ¢, muy pequenos, es decir, garantiza mayor desplazamiento, la posibilidad de dar
pasos mas largos.

Se pide que el valor de ¢ deseado cumpla ademas la condicién ¢ (t) > ¢ (0). En términos
de f esta condicién equivale a

Es decir, la pendiente de la recta tangente a ¢(t) en el nuevo t debe ser mayor o igual a una
proporcién de la pendiente a ¢(t) en ¢t = 0. En general se consideran valores 0 < 07 < 09 < 1
con o1 < 1/2. Ver figura 4.

Luego, cuando hablamos de Regla de Wolfe nos referimos a las condiciones (2) y (3) juntas.

Proposicién 1.1. Sea f una funcién C* y acotada inferiormente en la recta xj + tdy siendo
dy tal que Vf(xk)Tdk <0y0<oy <oy <1,00 <1/2. Entonces existe ty, que verifica la regla
de Wolfe.

Dem.

Como la funcién ¢p(t) = f(zy + tdy) es acotada inferiormente existe ¢; el primer valor para
el cual ¢ intersecta a la recta y = f(zg) + to1V f(z)"dy. Luego, f(xy + tpdy) = f(xr) +
tf01Vf($k)Tdk.

Usando el Teorema del Valor Medio tenemos que existe ¢, entre 0 y t; tal que

f(l'k + tfdk) — f(xk) = thf(.%'k + tcdk>Tdk

y entonces
Vf(xk -+ tcdk)Tdk = 01Vf(:rk)Tdk > UQVf(xk)Tdk.

14



y = ¢(0) +tp (t)

X t

y = (0) + toge (t)

Figura 4: Regla de Wolfe.

Luego, existe t. < ty tal que
Vf<1'k + tcdk)Tdk > O'QVf(JZk)Tdk

y ademas, por definicién de t; tenemos que t. cumple también la condicién de Armijo. 0

Procedimiento practico para verificar la regla de Wolfe.

Consideramos fijos di, V f(xg), 2,0 < 01 < 02 < 1,07 < 1/2. Definimos un intervalo
[tmin7 tmaac]- Tomamos un tinicial € (tmin; tmaw)-

En un paso iterativo iterativo hacemos lo siguiente:

1. Si ¢ cumple (2) entonces ir a [2.].

Si no vale (2), definir t,,,, =t y calcular un t,uev0 € (tmin, tmaz) € it a [1.] con ¢ = t,ye0-

2. Si t cumple (3) terminar.

Si no vale (3), definir t,,;, = t y calcular un t,uev0 € (tmin, tmaz) € ir & [1.] con t = thuevo-

El no cumplimiento de (2) significa que el actual valor de ¢ es demasiado grande, por esta
razén se modifica el ¢,,,,. El no cumplimiento de (3) significa que el actual valor de ¢ es
demasiado pequeno, por esta razén se modifica el t,,;,.

= Sobre la convergencia de las sucesiones

Consideremos un esquema iterativo basado en direcciones de descenso con btusqueda lineal.
Dado que estamos solo haciendo uso del gradiente de la funcién objetivo no podriamos garan-
tizar mas que convergencia a un punto estacionario, es decir, a un punto de gradiente nulo.
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Teorema 1.7. Sea [ una funcion C* y acotada inferiormente en el conjunto A = {x € R" :
f(z) < f(xo)}. Suponemos que se genera una sucesion {xy} cumpliendo las condiciones (2) y
(3) usando dj, de descenso. Si V f(xy) es Lipschitz continuo en A con constante L entonces

> cos? @)V f ()P < o0 (4)

siendo cos(0y) el dngulo que forman dy y —V f(xy).

Una demostracién puede encontrarse en [1].

La condicién (4) se llama condicién de Zoutendijk.

Observemos que, si dj, es tal que cos(fy) > > 0 entonces se tiene, por (4), que |V f(zg)| —
0. Luego, si {xy} tiene una subsucesién convergente con punto limite z, entonces V f(x,) = 0,
es decir, ese punto limite es un punto estacionario de f.

Por ejemplo, si elegimos d, = —V f(xy), la direccién de maximo decrecimiento o direccion
de Cauchy, se tiene un método globalmente convergente:

Meétodo del gradiente o Método de Cauchy

1. Dado xq inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.
2. Calcular dy, = —V f(xy).

3. Calcular t;, mediante Wolfe en la direccién dy y definir x5 = xp + trdg. Si Vf(xpr1) =0
parar. Si no, continuar el proceso.

Si el algoritmo tiene una subsucesién de iterados k € K para los que cos(0;) > p > 0
entonces ||V f(xy)|| —rex 0. Por ejemplo, este caso aparece cuando se considera la direccién de
Cauchy cada una cantidad fija de iteraciones.

Si d, es calculada mediante una férmula del tipo di, = —B, v f () siendo By simétrica
definida positiva tenemos que dj, es una direccion de descenso que ademas cumple la condicién
de que el coseno esta acotado. Se puede verificar que

cos() = - @ Vi@)TBAVI@) | d(Bi)
IVFollldel IV F@OlIBV f@all — 1B 1Bl Bxll~

~ Kp,.

Kp, es el nimero de condicién de By. Luego, si este numero esta acotado inferiormente se tiene
una cota para el coseno lo que garantiza convergencia global si se utiliza la condicién de Wolfe.

Si en lugar de utilizar Wolfe se utilizara Armijo en la busqueda del Método del Gradiente
también se puede probar convergencia:

Método de Cauchy con bisqueda de Armijo

1. Dado xg inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.
2. Calcular d, = —V f(xy).

3. Calcular t; mediante Armijo en la direccién dy, y definir xy 1 = xg+tpdy. S1 Vf(xp1) =0
parar. Si no, continuar el proceso.
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Teorema 1.8. Sea f una funcién C* y acotada inferiormente. Entonces, todo punto de acu-
mulacion de la sucesion {xy} generada por el método del gradiente con bisqueda de Armijo es
un punto estactonario de f.

Ejercicio. Considere la funcién f(z,y) =z — y + 22 + 2zy + y>.

1. Muestre que d = (—1,0) es una direccién de descenso para f en (0,0). Analizar cual es el
paso optimo que se puede dar en esa direccion para hacer decrecer el valor de f utilizando
busqueda exacta.

2. Para la direccién de maximo decrecimiento en (0, 0) determinar el intervalo de paso méxi-
mo que se puede dar en esa direccién a partir de (0,0) para hacer decrecer el valor de f
utilizando la regla de Armijo con paramtero o; = 1/4.

1.4. Direcciéon de Newton

En su forma clésica, el método de Newton es un método para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales, es decir, no fue originariamente pensado como un método de minimizacion.

Originalmente se introdujo para resolver el problema de encontrar x € IR" tal que F(z) =0
donde F': R™ — IR™. Si x; es una aproximacién de la solucién x* del sistema, en un entorno
de z;, podemos aproximar la ecuacién F'(x) = 0 por su linealizacién (polinomio de Taylor de
orden 1 de F' alrededor de xy):

F(xy) + JF(zg)(x —x) =0 (5)

y buscar el punto que resuelve este sistema.

T2 Tt
y = F(z)

Figura 5: Método de Newton para ecuaciones.

M¢étodo de Newton para sistemas de ecuaciones:
1. Dado xq inicial,

2. calcular x,; solucién de (5),
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3. hacer k = k + 1 y repetir.

Observar la figura 5. El sistema (5) es un sistema lineal de ecuaciones con matriz JF(zy)
que, para que tenga solucién, debe ser JF'(zy) no singular. Resolver este sistema lineal es una de
las principales desventajas del método de Newton. Se puede realizar mediante factorizaciones
de la matriz o usando métodos iterativos que resuelven sistemas lineales de ecuaciones.

Nos interesa ahora usar la filosofia del método de Newton para minimizacion irrestricta.
Sea f una funcién C?. La aproximacién cuadratica de f en un punto zj es qn(z) = f(x) +
Vi(xp)(x — x) + 1/2(x — 2)"V2f(2r)(x — 71). Podemos buscar la direccién dj que nos
lleve al minimizador de g. Sea d = x — xy, luego qi(z) = qr(zrx +d) = f(xr) + Vf(x)Td +
1/2d"V? f(xy)d. Buscamos di, tal que Vi (xy, +d) = 0, luego, dy = —(V2f(z1)) 'V f(z). Esta
direccion se denomina direccion de Newton.

Una vez obtenida la direccién de Newton, nos preguntamos si es de descenso. Infelizmente
dj, puede no ser de descenso si V2 f(zy) no es definida positiva. Por ejemplo la funcién f(x,y) =
(1/2)(2* — y?) en el punto zy = (0, 1) verifica

1 0
Vi) = 0 107 ) = (3 Y-
En este caso la direccién de Newton es dy = (0 — 1) y V f(zo)Tdy =1 > 0.

Ejemplo 2. Parala funcién f(x,y) = —2xy — 2y + 2 + 2y, comenzando desde xq = (0,0)
tenemos que dy = —(V2f(20)) 'V f(zo) = (1,1) y 21 = xo + dp = (1, 1) que es la solucién. Es
de esperar que esto suceda ya que la funcion f es cuadratica.

M¢étodo de Newton con busqueda lineal de Armijo.

1. Dado xq inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.
2. Caleular di, = —(V2f () 'V f(z).

3. Calcular t; mediante Armijo en la direccién dy, y definir xy 1 = xp+tpdy. Si Vf(2py1) =0
parar. Si no, continuar el proceso.

La direccién del segundo paso del método se encuentra resolviendo el sistema lineal V2 f (x,)d, =
—V f(x1). Notar que este paso puede no estar bien definido si V2 f(x;,) es singular.

Teorema 1.9. Sea f : IR — IR una funcion C3. Sea x, es un minimizador local de f tal que
V2f(z.) es definida positiva. Entonces existe € > 0 tal que, si ||xg — x*|| < e y t), = 1 para todo
k en la bisqueda de Armijo entonces la sucesion {xy} generada por el método anterior verifica:

1. V2f(xy) es definida positiva para todo k,
2.z, — xt.
Dem.

Ver Luenberguer, [2]. O

Este es un teorema de convergencia local que nos dice que si empezamos con z, suficiente-
mente cerca del minimizador local * entonces:
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1. Los sistemas que definen el calculo de las direcciones estan bien definidos,
2. toda la sucesion converge al minimizador local.

El método de Newton se puede modificar también cuando hay no singularidad de la matriz
Hessiana.

Newton con modificacion de la diagonal.

1. Dado xg inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.

[\]

. Si V2f(xy) > 0 entonces By = V2f(xy).
3. Sino, B, = VQf(xk) + pgl con py elegido de modo que By sea definida positiva.
4. Calcular dj, = —(Bg) 7'V f(x4,).

5. Definir xyy1 = ) + trd; mediante bisqueda de Wolfe. Si V f(xp41) = 0 parar. Si no,
continuar el proceso.

Este es un método practico donde se modifica la diagonal de la matriz Hessiana de modo
de obtener una nueva matriz semejante que sea definida positiva.

Teorema 1.10. Sea f una funcién C? y supongamos que cada matriz By, verifica || By|||| B || <
C para C > 0 y para todo k. Entonces todo punto de acumulacion de xy es punto estacionario
de f.

Dem.

Sale usando la condicién de Zoutendijk.
Vimos que la direccion de Newton es calculada como solucién de un sistema lineal de n x n:

V2 f(zp)d = =V f(ax).

Una manera de resolver este sistema puede ser mediante factorizaciones de V2f(z;) aunque,
en principio, no sepamos si esta matriz es definida positiva. Podriamos por ejemplo, intentar
la factorizacién de Cholesky de la matriz. Si es posible, se tiene que V2f(zy) = LDLT y la
direccién se encuentra mediante la solucion de dos sistemas triangulares. Si no es posible obtener
la factorizacién de Cholesky de la matriz Hessiana quiere decir que esta matriz no es definida
positiva y en ese caso una posibilidad es aumentar la diagonal de V2 f(x;) como se propuso
previamente. Esta nueva matriz es definida positiva y tiene factorizacién de Cholesky.

Otra manera es usar un método iterativo y terminar en alguna iteracién con alguna solucion
inexacta pero aproximada. Muchas de estas reglas iterativas estan basadas en la medicién del
residuo del sistema

ri = V2 f(zp)dy + V f ()

donde dj, es la direccién buscada llamada direccion de Newton inexacta.

Como 74, cambia si f se multiplica por una constante (esto quiere decir que no es inva-
riante) entonces se considera su tamano relativo al tamano de f que es determinada mediante
IV f(zx)]|. Asi, el proceso iterativo se finaliza cuando se encuentra una direccién dj, que cumple

el < nellV f ()
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donde {n;} es tal que 0 < 7 < 1.
Si |7 || es chico, entonces dy cumple V2 f(xy)d, ~ =V f(x}).

Meétodo de Newton Inexacto.
1. Dado xg inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.
2. Calcular dj, tal que ||rg|| < mil|Vf(xp)ll y dEV f(ar) < 0.

3. Definir xyy1 = ) + trd; mediante bisqueda de Wolfe. Si V f(xpy1) = 0 parar. Si no,
calcular V2 f(x;,1) y continuar el proceso.

Una posible eleccién de n es mp = min{0,5, ||V f(zg)]|}. Una manera de calular dj es
aplicar el método de gradientes conjugados al problema de minimizar la cuadratica ¢(d) =
1/2d*V? f(zx)"d + V f(2)d. El método de Newton que utiliza gradientes conjugados para el
calculo de la direccion se denomina Método de Newton Truncado.

Brevemente, el método de Gradientes Conjugados es un método iterativo para resolver sis-
temas lineales de ecuaciones del tipo

Axr = b, A € R™", simétrica definida positiva.

Resolver este problema es equivalente a encontrar un minimizador local de la cuadratica

q(z) = %xTA:r; — vl
Es decir, el método de Gradientes Conjugados puede ser interpretado tanto como un al-
goritmo para resolver sistemas lineales de ecuaciones como un algoritmo para encontrar el
minimizador de cuadraticas convexas.
En cada paso k del método de gradientes conjugados, dado el iterado py, la direccion dj
se obtiene como una combinacién de la direccion previa dj_; con menos el gradiente de la
cuadrética en py (—Vq(px)) es decir

d, = =Vq(pr) + Brdi—

donde el parametro S de la combinacién se define de modo que la direcciéon dy sea A-conjugada
con dj_1, es decir, queremos que
d} Ady_, = 0.
Luego,
B = Va(pr)" Ady_
dl | Ady_4

M¢étodo de Gradientes Conjugados.
Dados: pg =0, go = Vq(po),do = —go, e > 0. Denotamos gr = Vq(px).
(*) Si ||lgx|l < e parar.
Sino (Busca el minimizador de ¢(x) en la direccion dy,)
_ gr. dy
dl Adj,
Define el nuevo punto pixy1 = pr + txdi
Calcula el nuevo gradiente gx1 = Vq(prr1) = gr + tp Ady

Define el paso en la direccion dy, ty =
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VQ(karl)TAdk
d{Adk

Define el parametro Sy 1 = (hace que las direcciones sean con-

jugadas)
Define la nueva direccion de bisqueda dy1 = —Vq(prt1) + Pe+1de. Ir a (%)

Se demuestran las siguientes propiedades.

Teorema 1.11. Suponemos que pr no es la solucion, es decir gy # 0, entonces

Z) {g(])gh R 7gk} = {907 AgOa S 7Akg()}
7’7') {d07 d17 o 7dk} = {g07 AgOu o e 7Akg0}

i) Las direcciones son A conjugadas: dt Ad; =0,Vi =0,...,k— 1.

w) gid; =0,¥i=0,....k—1
v) gfg;i=0,Yi=0,....k—1
vi) pr — x* en a lo sumo n pasos.

Veamos el proceso del algoritmo cuando se aplica a la funcién cuadrética f(x,y) = —2xy —

2y + 2% + 2y*. a partir del punto py = (0,0). Para esta funcién tenemos que Vf(z,y) =
—2y + 2z - 2 =2 : , . N .

( _9n— 2+ 4y ) VA = ( 9 4 ) . Aplicando el método se obtiene la siguiente sucesion
de iterados: do = (0 2)T7t0 = %7]71 = (O %)Tagl = <_1 O)T751 = i>d1 = (1 %)Tatl = 1>p2 ="

—2>(y+x2—2y+2y2
T T T

25F
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0.5F

Para mayor informacién sobre este método ver [2; 1].

En una iteracién del método de Newton Truncado, para calcular la direccién di7 del pa-
so 2., se utiliza mientras se pueda Gradientes Conjugados. Definimos la cuadrética gx(p) =
%pTV2 f(xi)p + Vf(zx)Tp. Luego, mientras se pueda se utilizan las iteraciones de Gradientes
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Conjugados. Decimos esto ya que este es un método que se aplica cuando la matriz es definida
positiva y en este caso no sabemos si V2f(x) lo es. Luego, una vez calculada una direccién d;
de Gradientes Conjugados preguntamos si es una direcciéon de curvatura positiva para la matriz
0 no. Si se tiene que djTV2 f(zg)d; < 0 el proceso para porque no se puede seguir utilizando
Gradientes Conjugados, en este caso, si es la primera iteracién (j = 0) el algoritmo da como
solucién la direccién diT = —V f(zy), si j > 0 da como solucién la direccién dY? = p; que es el
mejor punto de la cuadratica que se calculé hasta el momento. Si dJTV2 f(x)d; > 0 el proceso
sigue como el Gradientes Conjugados hasta que se cumple la condicién ||gj11]] < 7xl|goll que
equivale a ||Vqi(pj1)|| < nxl|Vf(zk)||- En este caso el algoritmo da como solucién la direccién
4" = pja.

Luego, el algoritmo interno para cuando encuentra una direccién de curvatura negativa
para la matriz o cuando se cumple una de las condiciones del paso 2. Se puede demostrar que
en cualquiera de los dos casos la direccién resultante es una direccién de descenso. Esto se
debe a propiedades del método de Gradientes Conjugados. Se puede demostrar ademas que
cos(0y) > Cy, y luego, si C} es acotado para todo k se demuestra convergencia cuando se utiliza
bisqueda de Wolfe gracias a la condicién de Zoutendijk.

Ejercicios.

1. Considere la funcién f(z,y) = x —y + 222 + 2xy + y*. Utilizar el método de gradientes
conjugados para encontrar la solucién comenzando en (0, 0).

2. Considere la funcién f(z,y) = (z —2y)*+z*. Calcular la direccién de Newton en el punto
(2,1). Cumple el valor ¢t = 1 la regla de Armijo con pardmtero oy = 1/57

3. Considere el siguiente método:

» Dado z. Calcular d; como se indica a continuacién.

» Hacer t = 1.
Si f(xy + tde) < f(an) + 3tdEV f(zy) (¥) hacer xppq = @ + tdy,
Sino, reemplazar t por t/2 hasta que se verifique (*)

Sea f($,y) :I2+y2 — XY, To = (27())

a) Dibuje algunas curvas de nivel de f.

b) Hacer dos iteraciones del método utilizando la direccién de Cauchy. Dibuje los ite-
rados obtenidos en el plano en el cual estan las curvas de nivel de f. Que observa?

c) Resuelva el problema mediante el uso de la direccién de Newton. Que observa?
Porque?

1.5. Métodos de Quasi-Newton

En el método del gradiente elegimos d, = —IV f(xy). En el método de Newton la direccién
dy, verifica d = —(V?f(xy)) "'V f(z1). Una desventaja al usar la verdadera matriz Hessiana es
que las derivadas segundas pueden ser muy dificiles de calcular manualmente. Una ventaja es
que hay convergencia local que esta bien justificada al considerar una aproximacion cuadratica
de la verdadera funcion.
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Los métodos de Quasi-Newton se definen de manera que se parezcan lo mas posible al
método de Newton. Asi, en lugar de considerar el modelo cuadratico usando la verdadera
matriz Hessiana definen un modelo cuadratico aproximado considerando la funcién

my(x) = fz) + V(o) (x —21) + 1/2(x — 21)" Bp(x — 21,

donde By, es simétrica definida positiva que, de ser posible, represente una buena aproximacién
del verdadero Hessiano. Un proceso iterativo general deberia ser como el siguiente:

Método General de Quasi-Newton.
1. Dado xg inicial, en cada paso k hacer los siguientes pasos.
2. Dada By, > 0, calcular d,, tal que d, = —Bk_IVf(mk).

3. Definir z4,1 = xj + tpdy mediante busqueda lineal. Si V f(xy,1) = 0 parar. Si no, calcular
una nueva matriz By y continuar el proceso.

El nuevo modelo en el punto 1 es

Mi1(2) = f(apen) + VF(2p) (@ = 2p) + 1/2(2 — 2340)" By (v — 2p41).

Luego, se requiere que la nueva matriz sea tal que my,1(x) y f(x) tengan gradientes conicidentes
en xy y en xyy1, es decir, como,

Vmyy1(z) = V f(@r41) + Bry1 (T — Tpi1)

y queremos que Vmy.1(xy) = V f(x) debe verificarse que

Biyi(vk — 2r11) = V() — Vf(Tr11). (6)

La ecuacién (6) se llama ecuacion secante. Si definimos s, = Tp11 — 2, Y = V f(2p1) — V f(xg)
la ecuacién secante se escribe como By 1Sk = Y.
Al pre multiplicar por s; se obtiene, usando el Teorema del Valor Medio

sk Braisk = s (Vf(@r1) = V(1)) = 5 VA ()5

para Z un punto intermedio entre x y z.1. Por lo tanto, vemos que la matriz By1 que cumple
la ecuacion secante tiene la misma curvatura del Hessiano en un punto intermedio a lo largo
del segmento que une 1 con .

Para encontrar una matriz que cumpla la ecuacién secante hay que resolver un sistema de
n ecuaciones con n X (n + 1)/2 incégnitas (las entradas de la matriz simétrica B). Luego, hay
infinitas matrices que cumplen esta ecuacion.

Observar que si By es definida positiva, se tiene que szkHsk > () entonces sfyk > 0.

= Férmulas de Adaptadas Secantes

Es muy frecuente proponer que las matrices By, se obtengan a partir de By mediante
modificaciones de rango 1 o 2.
Las adaptadas de rango 2 tienen la forma

Biy1 = Br + AB, + AB,
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’ 17 . . 7 .
donde AB,, AB, son matrices simétricas de rango 1.
Como se debe verificar (6) tenemos que

! 14
ABkSk + ABkSk = Yk — BkSk.
Existen muchas maneras de que se cumpla esta condicion, una eleccion posible es
q p ) b
1 1
ABkSk = Yk, ABkSk = —BkSk.

Si queremos que las matrices sean de rango uno entonces podemos elegir

/ T " B TB
AB, = %0 Apy = _ZRORk
Vi Sk s;, Bisy,
luego,
T T
Y Yk Brsgsy Bk

Bii1 =B — 7
P bt y,{sk s;kask 0

que se denomina férmula BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) y es la actualizacién se-
cante mas popular.

Teorema 1.12. Si By, es simétrica definida positiva y sy, > 0 entonces Bjy1 es simélrica
definida positiva.
Dem.

Es claro que By es simétrica. Sea z # 0. Luego

T, \2 T 2

T T (" yr)? (2" Bysg)

2" Bri1z2 = 2" Bz + — .
k+1 k Sgyk SgBkSk:

Como Bj, es definida positiva, tenemos que existen matrices U y D tales que UTU = I y D es
una matriz diagonal con d;; > 0 tales que By, = UTDU. Los elementos d;; son los autovalores de
la matriz y U es la matriz de autovectores. Luego, podemos escribir B, = U7 DY2UUTDY/? =
B,i/ 28,1/ * donde D'/? es 1a matriz diagonal que tiene como entradas en su diagonal los elementos

Sean u = B;/st, v = B;/Qz. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz sabemos que |u’v|* <
[[u]|*[Jv]|*. Luego

|27 BBy sul® < 11Bysl*1 By

Entonces
(2" Bysy)? < s} Brspz! Brz

lo que demuestra, usando la hipotesis el teorema que By es semidefinida positiva.

, T (ZTBkSk)2 . . 1L . .
Ademas, z* Byz = T Bs si y solo si v y v son multiplos si y solo si s = az lo que
Si. DESk
. . T T . T (ZTyk)2
implica que a2’y = s, yr # 0 y en ese caso se tiene que z* B2 = Ty > 0. O
k Ik

Luego, si By, es definida positiva y podemos garantizar que en cada paso s}y, > 0 entonces
la siguiente matriz definida mediante la férmula (7) también serd definida positiva y todas
las direcciones generadas por un método de Quasi-Newton seran de descenso. Asi, el método
esta bien definido.

Se tienen los siguientes resultados:
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Teorema 1.13. Consideremos un método de Quasi-Newton que utiliza la formula de adaptada
secante de rango 2 (7) para las matrices con bisqueda inezacta o de Wolfe. Luego, se tiene que
sty > 0 para todo k.

Dem.

Supongamos primero que se realiza busqueda exacta. Luego, tx = argming~of(zy + tdy). Si
©(t) = f(xx + tdy) entonces tenemos que ¢ (&) = 0, luego, V f(zx41)"dp = 0.
Asi, como s, = Tpq — T = trdy,

sie = 5k (Vf(2e31) =V f (1)) = tedy (V f (101) =V f (21)) = —tedp V f (21) = 6V f(2) By 'V f ().

Por lo tanto, si By > 0 entonces sl yo > 0 entonces B esta bien definida, es definida positiva,
entonces sTy; > 0y By es definida positiva y asi continua el proceso.

Supongamos ahora que se realiza busqueda de Wolfe. Luego, por la segunda condicién se
tiene que, como V f(zry1)Tdp > 0oV f(2) T di,

(Vf(2pp1) = Vf(ap) d > (02 = 1)V f (%) dy.

Luego, como dj = j—: obtenemos que

seye = e(V f(es1) — V f(zi) dy, > ti(o2 — 1)V f ()" dp.

De la misma forma que antes, si By > 0 entonces V f(x)Tdy < 0, como o3 — 1 < 0, tenemos
que styo > 0 entonces By esta bien definida, es definida positiva, entonces V f(z1)7d; < 0y
sty > 0y By es definida positiva y asi continua el proceso. 0

Ejemplo. Aplicar el método de Quasi-Newton con la férmula (7) usando busqueda exacta
a partir del punto zy = (0,0) para la funcién f(x,y) = —2zy — 2y + 2% + 2y? comenzando
con matriz By = I. Observar que se obtiene la siguiente sucesién de iterados ty = i,xl =

(03)%, Bi = < _22 _42 ) = (107t =12 = (11T

Para el método de quasi-Newton que utiliza la adaptada de rango 2 se puede demostrar el
siguiente teorema de convergencia:

Teorema 1.14. Sea f € C?. Suponemos que S = {x : f(x) < f(x)} es acotado y convexo.
Suponemos que V2 f(x) > 0 para todo v € R™. Si {x1} es una sucesion generada mediante un
método de Quasi-Newton con adaptada (7) con busqueda de Wolfe entonces xy — x* donde x*
es el unico minimizador global de f.

Dem.

Ver el libro [3]. O

Existen otras formulas de adapatadas secantes de rango 2 y de rango 1 en la literatura,
3, 1].

1.6. Regiones de confianza

Tanto los métodos de buisqueda lineal como los métodos de regiones de confianza generan
sus pasos con la ayuda de un modelo cuadratico de la funcién objetivo, pero usan el modelo
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de manera diferente. Los métodos de busqueda lineal los usan para generar una direccién de
busqueda y después enfocan su esfuerzo en encontrar un paso apropiado t en esa direccion. Los
métodos de regiones de confianza definen una region alrededor del iterado actual dentro de la
cual confian en el modelo como una representacién adecuada de la funcién objetivo y eligen el
paso como un minimizador aproximado del modelo en la region de confianza. Podriamos decir
que estos ultimos eligen la direccién y la longitud de paso simultdneamente.

El tamano de la region de confianza esta sujeta a la efectividad del paso. Si la regién es muy
chiquita, el algoritmo puede perder la posibilidad de realizar un paso sustancial para moverse
mas cerca de un minimizador de la funcién objetivo. Si la regiéon es muy grande, el minimizador
del modelo puede estar lejos del minimizador de la funcién objetivo en la region, entonces
deberiamos reducir la regién e intentar otra vez.

Un excelente tratamiento de este método puede encontrarse en el libro [4].

El método de regiones de confianza obtiene el nuevo iterado respecto del anterior como

Th41 = T + Dk
donde p; es una solucion del subproblema cuadratico

Minimizar my(p) (8)
sujeto a ||p|l2 < Ag

donde my(p) = f(z1)+V f(zx)" p+ 3p" Bep siendo By, una matriz simétrica y Ay > 0 es el radio
de la regién de confianza. No se exige que la matriz By, sea definida positiva ya que al considerar
una regién de confianza, el subproblema siempre tiene solucién. Puede elegirse By = V2 f(x},)
o puede adaptarse recursivamente.

Precisamos explicitar cuando este nuevo iterado es aceptado y como cambia el radio de la
region de confianza para la siguiente iteracién. Tanto la estrategia de adaptacién del radio como
la aceptacién del punto estan basadas en la siguiente relacion entre lo que baja el modelo con
lo que baja la funcién:
f(wr) — flzr +pr)  Ared (9)

my(0) — my(pr) Pred’

El numerador se denomina reduccion actual’y el denominador reduccion predecida por el modelo.
Como se minimiza el modelo, la reduccién predecida es siempre no negativa.

Supongamos que se ha calculado una solucién pjy, del subproblema (8). Definimos e, =
Tk + Dk-

Pk =

1. Aceptacién del nuevo punto.
= Sipr > 0,1 entonces Tr11 = Tpew-
s Sino, Ty = Tg.
2. Adaptacién del radio de la regién de confianza:
» Sipr > 0,75y ||p|| > 0,8A, entonces Ayyq = 2A.

» Sipp > 0,75y [[prll # 0,84 entonces Agyq = Ay

» Si0,1 < pp <0,75 entonces Apyq = Ag. Si pr < 0,1 entonces Ay, q = 4k

2
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Ejemplo de aplicacién del Método de Regiones de Confianza
Consideremos la funcién

f(x,y) = —102* + 10y* + 4sen(zy) — 2z + z*

Observar la gréafica de la funcién y sus curvas de nivel.
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L : = A E ¥
5‘: e I = -’/ i -
2 -— i - ‘—-'___—r)_'_ [l
¢ -.1_-\""-;._:_——'—_".,-__ o 1 o 2

La funcién tiene dos minimizadores locales: (—2,20,0,32) y (2,30, —0,34).

Se utilizard el Método de Regiones de Confianza para encontrar alguno de los minimizadores
locales de f. Comenzamos con el punto incial xo = (0,71, —3,27).

Comenzando en este punto, se genera un modelo mg alrededor de xy y se busca el minimi-

zador del modelo con el radio de confianza inicial Ay = 1. En la siguiente figura se observan
las curvas de nivel de f y de my.
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En difuso se observa el punto xg, en negro una solucién aproximada del modelo dentro de la
region de confianza. El cociente py = % = 0,998 > 0,1 entonces, el nuevo punto es aceptado
como proximo iterado, x; = x¢ + pp. Ademads, como py > 0,75 y |[po]| > 0,87 entonces se
aumenta el radio de confianza al valor A; = 24y = 2. En la siguiente figura se observa el nuevo
modelo my alrededor del nuevo iterado x;

En difuso se observa el punto z; (centro de la regiéon de confianza), en negro una solucién
aproximada del modelo dentro de la regién de confianza. El nuevo cociente p; = ]A;:: = 1,354 >
0,1 entonces el nuevo punto es aceptado como proximo iterado xy = x1 + p; y como p; > 0,75
v |[p1]] > 0,8A; se aumenta el radio de confianza al valor Ay = 2A; = 4. En la siguiente figura
se observan las curvas de nivel del nuevo modelo ms alrededor del nuevo iterado x5 y las curvas

de nivel del modelo junto con las curvas de nivel de la funcién objetivo.

o
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o ] N —— ;

Graficamente se observa que el modelo ya no es una buena representacion de la funcién cuando

aumentamos el radio de la regiéon de confianza. Como py = ‘;Tej = —0,004 # 0,1 entonces el
e

proximo iterado no cambia, x5 = x5 y se reduce el radio de la regiéon de confianza a Az =
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1/2A5 = 2. En la siguiente figura se observa el nuevo modelo mgy alrededor del nuevo iterado
T3

e T o

. ri/r"-/.- = __-'_"_'-" ]
Fl . o
s 7
W o

\ i

:.
s

En difuso se observa el punto x3, en negro una solucién aproximada del modelo dentro de la
region de confianza. El cociente p3 = % = 0,649 > 0,1 entonces, el nuevo punto es aceptado
como proximo iterado, x4 = x3 + p3 y, como p3 < 0,75 se mantiene sin cambiar el radio de
confianza, Ay, = A3 = 2. En la siguiente figura se observan las curvas de nivel del nuevo modelo
my alrededor del nuevo iterado x4 y las curvas de nivel del modelo junto con las curvas de nivel
de la funcién objetivo.

En difuso se observa el punto x4, en negro una solucién aproximada del modelo dentro de la
region de confianza. El cociente py = % = 0,857 > 0,1 entonces, el nuevo punto es aceptado
como proximo iterado x5 = x4 + py y como py > 0,75 v ||p4|| < 0,8A4 no se aumenta el radio
de confianza, A5 = Ay = 2. Luego, en esta iteracion el algoritmo encuentra aproximadamente

uno de los minimizadores de la funcién objetivo z* = (2,303, —0,341). Observar que p5 ~ 1.
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Tabla con los valores obtenidos

|

‘ Ay, ‘ Dk ‘ f(zr + pr) ‘ }i:ej ‘ Thi1 ‘

T ] (0.05,003) | 43.742 | 0.998 | 20 + po
-0.62, 1.78) 2.306 1.354 | z1 + p1
(3.21, 0,00 6.295 -0.004 Ty
(
(

(
)
1.90, 0.08) | -29.293 | 0.649 | @5 + po
)
(

0.32,0.15) | -31.131 | 0.857 | 23+ ps
-0.03,-0.02) | -31.176 | 1.009 | x4 + ps

Ol = W N~ O &
DN DN DN =N

El minimizador del modelo dentro de la regién de confianza en la direccion de —V f(xy)
se denomina punto de Cauchy. Este punto es importante para garantizar convergencia de un
método de regiones de confianza.

Denominemos g = —V f(xy). Si tenemos que gy Brgr < 0 entonces la cuadratica es indefi-
nida en esa direccién y el minimizador se encuentra en el borde. Si g/ Bj.g, > 0 entonces hay
que calcular la longitud de paso maxima que se puede dar en esa direccion sin salir de la regién.
Si el minimizador esta fuera de la regién nuevamente el punto de Cauchy estara en el borde.

2
Es decir, si t, = |:|ng|| entonces
95 Brgr
A A
() sty >
. 1%l [l
P =

. Ay,
th(—gr) sity < Mol Y 9i Brgx > 0
ti(—gr)  sigiBrgp <0

Este punto tiene importancia crucial para decidir si una solucién aproximada del subpro-
blema es aceptable. Concretamente, un método de regiones de confianza serd globalmente con-
vergente si el paso p; produce una reduccion en el modelo m; que sea menor que un multiplo
fijo de la reduccion que se obtiene con en punto de Cauchy.

Se puede demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2. La reduccién que se obtiene en el modelo con p§ es la siguiente:

1 , g

Luego, se puede demostrar el siguiente teorema, una demostraciéon puede encontrarse en [4].

Teorema 1.15. Sea xy € IR™. Suponemos que f es dos veces continuamente diferenciable y
acotada inferiormente en {x : f(x) < f(xg)}, que || Bl < v v que pr cumple

mi(0) = mg(pr) = Ci|ge[| min {Aka ||||I€>’Z|!’| }

entonces limy_, || gk || = 0.
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2. Teoria basica de optimizacién con restricciones

En este capitulo vamos a analizar casos en los cuales el conjunto factible no es necesariamente
todo IR™. Este tipo de problemas se denominan Problemas con restricciones. Un problema
general de optimizacién con restricciones sera de la forma

Minimizar f(z) sujeto a h(z) =0,g(z) <0 (10)

donde las funciones f : IR" — IR,h : IR® — IR™,g : R™ — IR? son todas diferenciables
hasta el orden que sea necesario. La funcién f se denomina funcién objetivo y el conjunto
{z:hi(x) =0,gj(x) <0,i=1,...,m;j=1,...,p, } se denomina conjunto factible.

En principio y para fijas ideas analizaremos las condiciones de optimalidad para problemas
que presentan solo restricciones de igualdad, luego para problemas con restricciones de de-
sigualdad y finalmente extenderemos los resultados para problemas del tipo (10). Un excelente
tratamiento de este tema puede encontrarse en el libro [5].

2.1. Minimizacion con restricciones de igualdad

Consideramos problemas de la forma
Minimizar f(z) sujeto a h(z) =0 (11)

donde las funciones f : IR™ — IR, h : IR™ — IR™ son todas diferenciables hasta el orden que sea
necesario.

Observemos que si consideramos una restriccién de igualdad en IR? entonces el conjunto
factible Q = {(x,y) € R? : h(z,y) = 0} es una curva.

Si consideramos solo una restriccién de igualdad en IR? entonces el conjunto factible Q =
{(x,y,2) € R : h(z,y,2) = 0} es una superficie. Si consideramos dos restricciones de igualdad
en IR? entonces el conjunto factible Q = {(z,y,2) € R3 : hy(z,y,2) = 0, ha(x,y,2) = 0} es la
interseccién de dos superficies que generalmente es una curva en el espacio.

Consideremos por ejemplo el problema

Minimizar — z —y sujeto a ® +y* = 1. (12)

En la figura 6 se observa el conjunto factible (en linea continua) y las curvas de nivel de la
funcién objetivo f (en linea punteada). Sabemos que f crece en la direccion del gradiente
Vf(z,y) = (=1 —1)T y luego el minimizador de f se encuentra sobre la recta y = x dentro
de la regién factible. Luego, la solucién del problema es x* = (\%, \/ii) Observemos que en la

solucion
v = (1)), Vh<x*>=( )

es decir, se tiene que —V f(a*) = \%Vh(:c*).
Ejercicio. Observar que un comportamiento semejante ocurre para los gradientes del pro-
blema

Sl

1
Minimizar 5[@ —2)%+ (y — 2)?] sujeto a z* +y* = 1.
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Figura 6: Curvas de nivel y conjunto factible del problema (12).

Consideremos ahora el siguiente problema en IR? :
Minimizar #? 4+ y* + 2% sujetoa x +y + 2z =4,y = z. (13)

Este problema es una formulaciéon del problema de encontrar un punto sobre la interseccion de
los dos planos que se encuentra a menor distancia al origen. Definimos hy(z,y,2) = * +y +
2z — 4, ho(z,y,2) = y — x. La interseccion de las dos superficies es una curva en el espacio que
puede parametrizarse como el conjunto de los puntos de la forma (¢,¢,2 —t). Observar la figura
7. De esta manera, se obtiene que f(t,t,2 —t) = 3t> — 4t — 4 y tiene su minimizador global en

t = % obteniendo de esta manera la solucion x* = (%, %, %) Verificar en este caso que se tiene
—Vf(x*) = )\1Vh1 (l’*) + )\Qth($*)
z
2
Y
4
y=x
4 r+y+2z2=4 curva interseccién

xr

Figura 7: Conjunto factible del problema (13).

Lamentablemente esta situacién no sucede siempre en un minimizador local. Considerar
el problema de encontrar un punto sobre la curva y?> = (z — 1)> que se encuentra a menor
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distancia al origen. Graficamente se observa que la solucién de este problema es el punto (1,0),
sin embargo, en este punto no se verifica que existe A tal que =V f(2*) = AVh(z*). Observar
la figura 8.

Figura 8: Curvas de nivel y conjunto factible del problema.

Para que se verifique una combinacion entre el gradiente de la funcién y de las restricciones
en un minimizador local es necesario que se cumpla alguna condicion extra. Para esto, veamos
que sucede con curvas contenidas en la region.

Dado un punto factible Z, los caminos que pasan por el punto contenidos en regién factible
son curvas. Sabemos que las curvas r(t) diferenciables contenidas en la region factible que pasan
por Z tienen la propiedad de que 7’ () es un vector tangente al arco en el punto y es tangente
a la superficie, es decir, se encuentra en el plano tangente a la superficie en z. Ver figura 9.

Figura 9: Vector tangente a una curva factible.

SiQ={zeR": h(z) =0}y r(t): (a,b) = Q es una parametrizacién de un arco factible
entonces Vt € (a,b)
h(r(t)) = 0.
Derivando en funcién a t (mediante regla de la cadena) obtenemos que

’

Th(r($))r' () =0Vt € (a,b), (14)

es decir

!/

Vhi(r) ' () =0 Vt € (a,b).
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Si 7(0) = & entonces Vh;(#)T.r'(0) = 0.

Es decir, dado un arco factible se tiene que el vector tangente al arco en T es ortogonal a
los gradientes de las restricciones de igualdad evaluados en .

Ahora: que sucede con la funcién objetivo sobre este tipo de curvas si & es un minimizador
local?

Sabemos que

F(r(6)) = f(@) + V(@) (0)t + o(t)

luego, como & es un minimizador se tiene que

V(@) 0) +o(t) = f(r(t)) — f(7) > 0.

Dividiendo por ¢ > 0 y haciendo ¢ tender a cero obtenemos que V £(Z)7r'(0) > 0. Dividiendo
por t < 0 y haciendo ¢ tender a cero obtenemos que V f(Z)7r (0) < 0, luego

V@) (0)=0.

Teorema 2.1. Si z* es un minimizador local del problema (11) entonces V f(Z)'d = 0, para
todo d tal que d = 7' (0) siendo r una curva factible tal que 7(0) = *.

Definicién 2.2. El conjunto Ty~ = {d € R" : ewiste r(t) diferenciable tal que r(0) = x*,r (0) =
d} se define como tangente al conjunto factible en x*.

Vimos que si d € Ty« entonces Vh;(z*)Td =0,Vi=1,...,m.

El teorema 2.1 da una condicién necesaria de optimalidad de primer orden aunque poco
practica ya que no es facil detectar todas las posibles curvas factible r. Es por esto que nos
gustaria caracterizar cuando es posible asegurar que si £* es un minimizador local entonces
existe una combinacién del gradiente de f en funcién de los gradientes de las restricciones.

Teorema 2.3. Si z* es un minimizador local de (11) tal que {Vhy(z*),...,Vh,(z*)} son

linealmente independientes entonces existen unicos escalares \i, ..., N, tales que
—V @) = ANVhi(z"). (15)
i=1
Para demostrar este teorema necesitamos un resultado previo.
Teorema 2.4. Si {Vhy(z*),...,Vh,(2*)} son linealmente independientes entonces el espacio
Ty ={d€R":Vhi(z*)'d=0,i=1,...,m}.
Dem.

Vimos que T C {d € R™ : Vhy(z*)Td = 0,i = 1,...,m} vale siempre. Veamos la otra
contencion.
Sea d tal que Vh;(2*)Td =0,i = 1,...,m. Consideramos el sistema de ecuaciones

F(t,u) = h(z* +td + Jh(z")Tu) =0
de m ecuaciones con m + 1 incégnitas. Tenemos que
1. Fect,
2. F(0,0) = h(z*) =0,
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O(Fy,...,Fp)
O(Ur, ...y Up)

Por hipétesis sabemos que {Vh(z*),..., Vh,(2*)} son linealmente independientes, luego,
8(F17"'>Fm)

8(u1, c. ,um)
Implicita. Luego, existen entornos de t = 0 y de w = 0 y una tunica funcién u(t) diferenciable
tal que u(0) =0y F(t,u(t)) = h(z*+td+ Jh(z*)Tu(t)) = 0 en los entornos. Definimos la curva

factible diferenciable

3. (0,0) = Jh(z*)Jh(z*)T.

(0,0) = Jh(x*)Jh(z*)" es no singular y podemos aplicar el Teorema de la Funcién

r(t) = o* +td + Jh(z*) u(t).

Tenemos que 7(0) = x*, v (t) = d + Jh(x*)Tu'(t) y se tiene que r'(0) = d + Jh(z*)Tu (0).
Luego, 7' (0) = d (como queremos probar) si y solo si Jh(z*)Tu (0) = 0. Veamos entonces que
efectivamente se tiene que u' (0) = 0.

Tenemos que h(x* + td + Jh(z*)Tu(t)) = 0. Derivando respecto de ¢ y evaluando en t = 0
obtenemos las igualdades

Jh(z* + td + Jh(z*)Tu®))(d + Jh(z*)Tu (t) = 0

Jh(z*)(d + Jh(z*)Tu (0)) = 0

que equivale a
Jh(z*)d + Jh(z*)Jh(z*)Tu (0) = 0.

Luego, como Vh;(2*)Td = 0,i = 1,...,m se tiene que
Jh(z*)Jh(z*) 4 (0) = 0

pero, como {Vhy(z*),..., Vhy,(z*)} son linealmente independientes la matriz Jh(x*)Jh(z*)"
es no singular lo que implica que u'(O) = 0 como queriamos demostrar. 0

A partir de esta propiedad podemos demostrar el teorema 2.3.
Demostracion del teorema 2.3. Queremos probar que la igualdad (15), es decir

Ohy(z*) Ohy (%) \
oz tee ox1 1
~Vie)=| + | = @) A
Ohy(x*) Ohm (z*)
S e T Am
Como {Vhy(z*),..., Vhy,(x*)} son linealmente independientes tenemos que Jh(x*) tiene rango

m entonces la matriz Jh(z*)(Jh(z*))T € R™ ™ es no singular. Luego, como R™ = Nu(Jh(x*))®
R((Jh(z*))T), si suponemos que —V f(z*) ¢ R((Jh(xz*))T) entonces —V f(z*) = u+ v con u,v
tinicos tales que u € Nu(Jh(z*)),v € R((Jh(z*))") con u # 0. Luego, como u € Nu(Jh(z*))
entonces Vh;(z*)Tu = 0,Vi =1,...,m y, por el teorema anterior u € Tj-.
Pero u # 0 entonces
~Vfr) v =u"u+u"v = |ul|* >0

lo que es absurdo por el teorema 2.1. O

Ejercicio. Demostrar que los multiplicadores de Lagrange son tnicos.
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Definicién 2.5. Sea x* un punto factible.

1. Decimos que x* es un punto regqular cuando los gradientes {Vhy(z*),..., Vhy(z*)} son
linealmente independientes. En este caso decimos que x* verifica la condicion de requla-
ridad.

2. Definimos T (xz*) = {d € R" : Vhy(z*)'d = 0,5 = 1,...,m} como cono tangente
linealizado en x*.

3. La condicion (15) se denomina condicion de Lagrange y los escalares Ay, ..., A\ se deno-
manan multiplicadores de Lagrange.

4. Una condicion de calidad es una condicion sobre los puntos factibles que, cuando es veri-
ficada por un minimizador local implica la condicion de Lagrange.

Observacion. Regularidad es una condicion de calidad de primer orden.
Que sucede en problemas donde la solucién no es regular?

Ejemplos.
Consideremos el problema

Minimizar 2 + y* sujetoay —1 =0,y — 2> +1 = 0.

Este problema tiene un tnico punto factible z* = (0,1) que es la solucién del problema. Si
definimos hi(z,y) =y — 1, ho(z,y) = y — 22 + 1, se tiene que

crer- (2). e (1) smeer- ()

luego, los gradientes de las restricciones son linealmente dependientes, es decir x* no es regular,
pero existen infinitos A;, Ao que verifican la condiciéon de Lagrange.

Consideremos el problema
Minimizar z° + (y + 1)? sujetoax+y =0, (z — 1)*+ (y — 1)* = 2.

Nuevamente este problema tiene un unico punto factible z* = (0,0) que es la solucién del
problema. Si definimos hy(z,y) = = + y, ha(z,y) = (x — 1)* + (y — 1)* — 2, se tiene que

ser=(2). e (1) o= ()

luego, los gradientes de las restricciones son linealmente dependientes, es decir * no es regular,
pero no existen escalares A\, Ay que verifican la condicién de Lagrange (A; + Ay = —2).

Teorema 2.6. Si x* es un minimizador local del problema (11) y cumple T(z*) = T""(z*)

entonces existen escalares Ay, ..., Ay, tales que se verifica la condicion (15).

Dem.

Tenemos que T'(z*) = T'"(z*) = Nu(Jh(z*)). Luego, por el teorema 2.1 sabemos que
—Vf(x*) € (Tp)r = (Nu(Jh(z*)))* = R(Jh(xz*)T) lo que demuestra el teorema. O
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Definicién 2.7. La condicion T(z*) = T""(x*) se denomina condicion de Kuhn-Tucker y es
una condicion de calidad, como muestra la propiedad anterior.

Se define la funcién I(z, A) )+ Z Aihi(x) y se denomina funcién de Lagrange. Por lo

que vimos anteriormente tenemos que, si * es un minimizador local de (11) y cumple alguna
condicién de calidad (regularidad por ejemplo) entonces existe A\* € IR™ tal que Vi(z*, \*) = 0.
Es decir, el par (z*, A*) es un punto estacionario de la funcién de Lagrange.

Tanto regularidad como Kuhn-Tucker son condiciones de calidad, es decir, condiciones que
implican la existencia de multiplicadores de Lagrange en una soluciéon. Existen en la literatura
otras condiciones de calidad entre estas dos.

Como en el caso de minimizacién irrestricta, existen condiciones necesarias y suficientes de
segundo orden.

Teorema 2.8. Condicion necesaria de segundo orden. Sea x* un minimizador local reqular
del problema (11) entonces existe \* € IR™ tal que

Vf(x*)+ zm: AXiVhi(z*) =0

d” (V2 )+ Z N V2h, )d >0, VdeT"™("). (16)
Dem.

Por hipétesis y por el teorema 2.3 sabemos que existe A\* € IR™ verificando (15). Ademsés,
como T""(z*) = T'(z*), si d € T""(z*) entonces exite r(¢) una curva factible y diferenciable tal
que 7(0) = 0,7 (0) = d. Luego, por el desarrollo de Taylor para I(r(t), \*) alrededor de t = 0.

’ 1 ! /
L(r(t), \") =1(x", \*) + VI(z", \)r (0)t + 51527” (0)V2,1(x*, \*)r (0) + o(t?).

Asi, como Vi(z*, \*) = 0 y por definicién de [ se tiene
fr(t) ) + Z NVh(z%) + t2 "(O)V2 1(z*, X7 (0) + o(?).

Como z* es minimizador local y r(t) es factible se tiene que

flr(t) = f(@")  Vte(=¢e).

Entonces 1
§t2r/(0)V§$l(x*, M) (0) 4+ 0(t?) >0 Ve (—¢,e).
Dividiendo por #? # 0 y tomando limite cuando ¢ tiende a cero obtenemos (16). 0J
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Teorema 2.9. Condicién suficiente de segundo orden Sea z* tal que h(z*) = 0. Sea
A€ IR™ tales que
Vi(z*,\*) =0

VIV (2%, N >0, Yo e T (z*) — {0}

entonces x* es un minimizador local del problema (11).
Dem.

Suponemos que z* no es minimizador local. Entonces, existe y, tal que h(yx) = 0, f(yx) <
f@) y llys — || < 4.

Sea 0 = ||y — *||. Definimos s, =

*

Yp — T

para todo k tal que d; # 0. Luego, s es una
k
sucesion acotada y tiene una subsucesion convergente. Sean K; C IN, s* tales que s; —ker, S

Tenemos que

hi(yr) — hi(z*) = 5thi(:1:*)Tsk + o(0k||skl)-

Dividiendo por ¢, para todo k tal que §; # 0 obtenemos que Vh;(z*)Ts* = 0. Luego, s* €
Tlin (QZ*)

Usando el desarrollo de Taylor de segundo orden para f y para cada h; alrededor de z* y
evaluando en y; obtenemos que

1
flyr) — f(a*) = 0V f(z") s + 5525;‘5V2f(95*)5k + 0(67)
1
hi(yg) — hi(z*) = 5thi(x*)T8k + 5(523;‘:V2hi(:v*)sk + 0(5,%).

Luego, como h;(yx) = 0, haciendo f(yx) + Z Afhi(yx) obtenemos que
i=1

flye) — f(@%) = flyn) — f(27) + Z Arhi(yr) =

1
6LV ol (z*, X)) sy + §5£SZV§xl(x*, A)sp + 0(87).
Como V. I(z*,\*) =0y f(yx) < f(z*) tenemos que

1

25,35£V21(a:*, N)si 4+ 0(67) < 0.

Dividiendo por §? y haciendo k € K; tender a infinito obtenemos que
(s) ' V2(z*, \*)s* <0
que es un absurdo. O

Ejercicios.
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1. Considere el problema
Min  f(2)
s.aa  h(x)=0.

Sea x* un minimizador local regular del problema tal que V f(z*) = 0. Calcule los multi-
plicadores de Lagrange. Que tipo de solucién es x*?

2. Sean f : R® — IR,h : R® — IR™, f,h € C* Sea x* tal que h(z*) = 0,V f(z*) +
S AVhi(x*) = 0y V2f(2*) > 0. Esto implica que 2* es un minimizador local de f
sujeto a h(z) = 0? Demuestrelo o de un contraejemplo.

3. Considere el problema
Min % + 4179 + 23
sa w4 ri=1

a) Usando las condiciones KKT, encontrar una solucién del problema. Interpretar las
condiciones KKT geometricamente en z*. Como son las curvas de nivel de f?

b) Analizar si se verifican las condiciones de segundo orden.

c¢) Tiene el problema una tnica solucién?

2.2. Minimizacién con restricciones de desigualdad
Consideramos problemas de la forma
Minimizar f(x) sujeto a g(x) <0 (17)

donde las funciones f : IR" — IR, ¢ : IR™ — IR? son todas diferenciables hasta el orden que sea
necesario.
Consideremos por ejemplo el problema

Minimizar —z —y sujeto a 2% + y* < 1.

Podemos observar en la figura que la solucién del problema es, como encontramos para el
problema con restricciones de igualdad, el punto z* = (%, \/LE)
Si consideramos el problema

Minimizar — z —y sujeto a 2* + > < 1,2y >«

vemos en la figura que la solucién sigue siendo la misma. Es decir, la restriccién 2y > x no
interfiere en el calculo del minimo.

Definicién 2.10. Dado un punto factible x, definimos el conjunto de restricciones de desigual-
dad que son activas en x:

A(x) ={ie{l,....p}: gi(x) = 0}

Sii ¢ A(z) entonces decimos que esa restriccion es inactiva en x. Es el caso de la restriccion
2y > x en x* en el ejemplo anterior.
Si g;(z) > 0 decimos que esa restriccion es violada en .
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Figura 10: Solucién del problema con restricciones de desigualdad.

Figura 11: Solucién del problema con restricciones de desigualdad.
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Proposicién 2.1. Si z* es un minimizador del problema (17) entonces x* es un minimizador
del problema con restricciones de igualdad

Minimizar f(z) sujeto a g;(x) = 0,i € A(z"). (18)

Luego, tenemos que, si los gradientes {Vg;(2*)}ica(+) son linealmente independientes en-
tonces existen escalares \; tales que

~Vf@) = > \NVg(a). (19)

i€A(z*)

Veremos que, como las restricciones son de desigualdad, nos importa el signo de los multiplica-
dores.
Consideremos el problema

Minimizar (z — 1)* 4+ (y — 1)* sujeto a 2° + 5 < 1,2y > 22

Observar el punto Z en la figura 12.

92

/,

qn

Figura 12: Importancia del signo de los multiplicadores.

Vemos que, en ese punto se tiene que
V(&) = Va1 (Z) + 12Vga () con p1y > 0, pe < 0.
Sea d una direccién tal que Vg (2)7d = 0, Vgo(2)?d < 0. Luego,
V(@) "d=mVag(2)'d+ paVga(z)'d > 0

es decir, si abandonamos g, moviendonos en forma ortogonal al V¢, (Z) podemos hacer decrecer
el valor de f. Esto muestra que no alcanza con ver la verificacién de (19) sino que ademads es
importante analizar el signo de los multiplicadores. Un multiplicador negativo dice que el punto
no es solucion.

Teorema 2.11. Siz* es un minimizador local de (17) tal que {Vg;(x*)}ica~) son linealmente
independientes entonces existen tunicos escalares {ji; ica(~) tales que ji; > 0

—Vfx*) = Z wiVagi(x®). (20)

1€A(z*)
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Para demostrar este teorema necesitamos un resultado previo.
Analicemos que sucede con curvas factibles. Sea r(t) una curva factible diferenciable tal que
r(0) = z*. Si i € A(z*) entonces

gi(r(1)) = gi(2") + Vagi(a*)Tr (0)t + o(t)
entonces, como g;(r(t)) <0
Vi ()77 (0)t 4+ o(t) < 0
dividiendo por t > 0 y haciendo ¢ tender a cero obtenemos que
V()7 (0) < 0.
Luego, en el caso de restricciones de desigualdad tenemos que
Ty C{deR": Vg(z*)'d <0,i € A(z")}.
Definimos '
T (2*) = {d € R" : Vg;(z*)"d < 0,i € A(a*)}
como tangente linealizado en x* para problemas con restricciones de desigualdad.

Como sucede en el caso de restricciones de igualdad, se puede demostrar que si {Vg;(2*) }ica(ar)
son linealmente independientes entonces T (z*) C T

Demostracion del teorema 2.11.
Sabemos que z* es un minimizador local del problema (18), luego, por hipétesis existen p;
tales que

~Vf)= Y mVag(a).

1€A(z*)

Supongamos que algin y; < 0. Por la independencia lineal existe d # 0 tal que Vg;(z*)Td =
0,Vi # j, Vgj(z*)Td < 0. Entonces

~Vf(@*)'d = u;Vg(z*)'d > 0.

Como d € T""(2*) = T}~ tenemos que existe r(t) factible diferenciable tal que r(0) = z*, 7 (0) =
d. Luego, usando Taylor,

i L @) = &) _ Vf(")Td < 0

t—0 t

lo que implica que existe ¢ > 0 tal que f(r(t)) < f(z*) absurdo. Luego, debe ser u; > 0,Vi €

A(z*). O
Ejercicios.
1. Demostrar que si * es un minimizador local de f sujeto a g;(z) < 0,i=1,...,py A(z*)

es el conjunto de restricciones activas entonces x* es un minimizador local del siguiente
problema con restricciones de igualdad:

Min f(x)



2. Como en el caso de restricciones de igualdad, demostrar que si los gradientes Vg;(z*),i €
A(z*) son linealmente independientes entonces T'(x*) = T'"(x*).

Definicién 2.12. 1. La condicion de que los gradientes {Vg;(x*)}ica@) sean linealmente
independientes se denomina reqularidad. Es una condicion de calidad para el problema
con restricciones de desigualdad.

2. Las condiciones )
—Vf(z*) = mVg(x)
i=1
pi >0, gi(z*) <0, pwigi(x*) =0
se denominan condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). La sequnda condicion se lla-

ma condicion de complementariedad. Los escalares p; se denominan multiplicadores de
Lagrange.

*

La inclusién T (x*) C T, no vale en general: consideremos las restricciones de desigualdad
g1(x,y) =y — 23, g2(x,y) = —y en el punto factible z* = (0,0).

Y

Vg (z7)

Vgg(x*)

Los gradientes son linealmente dependientes en z* y se tiene que d = (—1,0) € T (z*)
pero d & Tp«.
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Ejercicio. Considere el problema
Min T1
sa (=124 (2 —1)2<1
(#1 —1)? 4+ (z2+1)2 < 1
Se cumplen las condiciones KKT en la solucién? Observe que las condiciones KKT no son
condiciones necesarias de optimalidad para problemas convexos.

Analizemos las condiciones de segundo orden para problemas con restricciones de desigual-
dad.
Consideremos el problema

Minimizar © — x> sujeto a z > 0.

La funcién objetivo es una pardbola con ramas hacia abajo que tiene su maximo en z = 1/2.
Tenemos que x = 0 es un minimizador local del problema. Ademas, 4 = 1 es un multiplicador
de Lagrange. Consideremos la funcién de Lagrange I(z, 1) = v — 22 + u(—x), luego, para todo
d € T'"(0) = {d : —d < 0} tenemos que d?V?I(x, u)d < 0. Luego, = 0 es un minimizador
local pero d"'V?I(z, w)d # 0,Vd € T""(0).

Vemos entonces que T""(x*) no es el espacio adecuado para analizar condiciones de segundo
orden para problemas con restricciones de desigualdad.

Consideremos el problema reducido (18). Si #* es un minimizador local de (17) entonces,
usando el teorema sobre condiciones necesarias de segundo orden para problemas con restriccio-
nes de igualdad de la seccién anterior tenemos el siguiente teorema sobre condiciones necesarias
de segundo orden para el problema (17).

Teorema 2.13. Sea x* un minimizador local de (17) tal que {Vgi(x*)}ica) son linealmente
independientes. Entonces existe i € R? tal que se verifican las condiciones KKT y

d'V2(z*, ;))d >0 Vd e T"(2*) = {d € R" : Vgi(z*)Td = 0,Vi € A(z*)}.

Lamentablemente T'"(z*) no sirve para analizar las condiciones suficientes de segundo
orden:
Consideremos lo problema

Minimizar 1/2(2* — y*) sujeto a y < 0.

Observar en la figura las curvas de nivel de la funcién objetivo.
Vemos que x = (0,0) no es solucién, sin embargo, con el escalar p = 0 se tienen las
condiciones KKT. Se tiene ademas que

Vi(x, 1) = ( é _01 ) T (z) = {d = (dy,dy) : dy = 0}

lo que implica que d”V2I(z, p)d > 0,¥d € T"(z) siendo que z no es minimizador local.

Dado z* y un multiplicador de Lagrange asociado p*, definimos el espacio tangente

(AT 7 . *\ .o,
re) = {aeme, JoaZ e Al 0

Vgi(z*)Td <0, i€ A(z*): p; = 0.
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Teorema 2.14. Condicion suficiente de segundo orden. Sea x* un punto factible tal que
existe p € IRP tal que se verifican las condiciones KKT y

A"V (x*, u)d >0 Vd € Ty(z*)

entonces x* es un minimizador local del problema (17).
Dem.

Seguir la idea de la demostracién que se hizo para restricciones de igualdad. 0

Utilizando este tangente se puede obtener un nuevo teorema sobre condicién necesaria de
segundo orden.

Teorema 2.15. Condicién necesaria de segundo orden. Sea z* un minimizador local de
(17) regular. Sea € IR tal que se verifican las condiciones KKT, entonces

A"V (2", u)d >0 Vd € Ty(z*).
Para una demostracién ver [5].
Ejercicios.

1. Considere el problema

Min (21 — )% + (22 — 2)?

s.a 22 — 25 <0
T+ X9 S 6
a) Escribir las condiciones KKT y verificar que estas condiciones se cumplen en el punto
o = (3,9).
2014

b) Interpretar las condiciones KKT geometricamente en z*.

¢) Analizar las condiciones suficientes de segundo orden.
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d) Mostrar geometricamente que x* es el inico minimizador global.

2. Considere el problema
Min  z129
sa x1 < Iy

a) Mostrar que se cumplen las condiciones KKT en el punto z* = (0,0).

b) Analizar si se verifican las condiciones necesarias de segundo orden en el tangente
T(z*) ={d:Vgi(z*)Td =0,Vi € A(z*)} — {0}.
¢) Analizar si se verifican las condiciones suficientes de segundo orden.

d) Es z* es un minimizador local?

3. Mostrar que cualquier punto factible del conjunto definido por {x € IR" : = > 0} es
regular.

2.3. Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para pro-
blemas con restricciones de igualdad y desigualdad

En esta seccion consideramos el problema general de la forma
Minimizar f(z) sujeto a h(z) =0,g(xz) <0 (21)

donde las funciones f : R" — IR, A : IR® — IR™, g : IR" — IR? son todas diferenciables hasta el
orden que sea necesario.

Generalizando los resultados obtenidos en las secciones anteriores obtenemos los siguientes
resultados y definiciones.

Definicién 2.16. Dado un punto factible x*,

1. Decimos que x* es reqular si los gradientes {Vhy(z*),..., Vhy(2*)} U{Vgi(2*)ica@}
son linealmente independientes.

2. Definimos el tangente linealizado en z* al conjunto T""(x*) = {d € R™ : Vh;(z*)Td =
0,i=1,...,m;Vg(z*)Td <0,i € A(z*)}.

3. Decimos que z* cumple la condicién de Kuhn-Tucker si Ty = T (x*).

m

p
4. La funcion l(x, A\, n) = f(z)+ Z Aihi(z) —{—Z wigi(x) se denomina funcién de Lagrange.

i=1
Proposicién 2.2. Si x* es regular entonces x* cumple la condicion de Kuhn-Tucker.

Teorema 2.17. Condiciones KKT. Si 2* es un minimizador local reqular de (21) entonces
existen unicos escalares \i,..., A, [, - .., lbp tales que

+Zx\ Vhi(z ZMngz = (22)

i > O gz< ) < Oalu’lgl< ) 0
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El sistema (22) se denomina sistema KKT. Una solucién del sistema es un punto KK7T o
punto estacionario.

Teorema 2.18. Condiciones necesarias de segundo orden Sea z* un minimizador lo-
cal regular de (21). Entonces existen escalares i, ..., Ap, fl1, ..., by tal que se verifican las
condiciones KKT y

Vhi(x)'d=0,i=1,...,m;

T<72 * : ,
VA WA 20V G oy = 0,v € Ala”).

Teorema 2.19. Condicion suficiente de segundo orden. Sea x* un punto factible tal que
existen A\ € R, u € RP tal que se verifican las condiciones KKT y, Vd tal que

Vhi(xz*)Td = 0, i=1,....,m
Vgi(x*)'d =0, i€ Ax*):pu; >0
Vgi(z*)Td <0, i€ Alx*): pu; =0.
se cumple que
d"V21(z*, N\, p)d > 0

entonces x* es un minimizador local del problema (17).

Ejercicios.

1. Considere el problema
Min Ty + Ty
s.a 129 =0
r1 20,20 >0

Mostrar que z* = (0,0) es KKT pero no cumple la condicién de Kuhn-Tucker (7'(z*) =
T'n(x*)). Esto implica que Kuhn-Tucker no es la condicién de calidad més débil que
existe en la literatura.

2.4. Problemas convexos

Definicién 2.20. 1. Decimos que un conjunto € es convezo si ax + (1 —a)y € € para todo
z,y € Q,a€0,1].

2. Un funcion f es convexa en € si
flaz + (1 —a)y) <af(z)+(1—-a)f(y)
para todo x,y € Q, a0 € [0, 1].

Quiere decir que el segmento de linea que conexta (z, f(x)) con (y, f(y)) esta por arriba del
grafico de la funcién. Observar la siguiente figura.
Un problema de optimizacion convexa es de la forma

Minimizar f(x)

sujeto a x € €, (23)

donde tanto f como {2 son convexos.
El siguiente teorema resulta ser muy importante en programacion lineal que es un caso
particular de optimizacién con conjunto convexo.
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Teorema 2.21. Sea x* un minimizador local de (23). Entonces x* es un minimizador global.
Dem.

Suponemos que x* es un minimizador local pero no global. Entonces existe y € Q2 tal que

fly) < f(z7). Sea o € (0,1),
flax® + (1 —a)y) <af(@”) + (1 —a)f(y) < af(@®) + (1 —a)f(z7) = f(z7).

Entonces, hay punto muy cercano a x* (« cercano a 1) en € en los cuales f vale menos. Esto
contradice el hecho de que z* es minimizador local. U
Algunas propiedades y equivalencias importantes se obtienen cuando f convexa es derivable.

Proposicién 2.3. Si f € C1(Q), Q convezro. Entonces
f es convexa en S si y solo si f(y) > f(x) + Vf(z)(y —x),Va,y € Q.

Ejercicio. Demostrar la proposicién anterior. Observar la siguiente figura.

Y

Para funciones escalares que tienen derivadas hasta orden 2, hay una caracterizacién equi-
valente a la de convexidad que suele ser muy ttil:

= f:IR = 1R, f € C?es convexa si y solo si f*(z) >0, V.

Proposicién 2.4. Sea f:IR" — R, f € C?, [ es conveza si y solo si V2 f(x) > 0,Vu.
Dem.
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Supongamos que VQf(x) > 0,Vx. Sean z,y, tenemos que existe a entre x e y tal que

Fl) = @)+ V@) (g = 2) + 50— 9 fla)(y o)

entonces
F) = (@) + VI @) (= ) = 5l = 2TV @)y —2) 2 0

luego, f es convexa usando la proposicion anterior. O

Ejercicio. Demostrar la reciproca del teorema anterior.

3. Meétodos numéricos para problemas generales de op-
timizacion

En esta seccion presentamos algunos de los métodos mas conocidos para resolver problemas
generales del optimizacion.

3.1. Meétodo del gradiente proyectado

Este es un método para resolver problemas con restricciones de caja o de cotas en las
variables. Este tipo de restricciones son més faciles que restricciones no lineales generales por
eso se tratan separadamente.

Un problema general con este tipo de restricciones se modeliza de la forma

Minimizar f(x)

sujeto a | < x < u, (24)

para f : IR" — IR continuamente diferenciable, [, u € IR",[ < u pueden tener alguna coordenada
00.
Para fijas ideas consideraremos el problema

Minimizar f(z)

sujeto a z > 0. (25)

Como cualquier punto factible es regular tenemos que, si z* es solucién del problema entonces
existe p > 0 tal que

—VIE) = Y (e
iy :6

Observar que, si la i-ésima restriccién es activa (zf = 0) entonces, de la i-ésima ecuacién del
sistema KKT se obtiene que —%(a:*) = —u;. Si la i-ésima restriccion es inactiva (zf > 0)
1
entonces p; = 0 entonces %(w*) = 0. Luego, si #* es un minimizador local del problema
7

entonces se cumple que

g—ai(x* =0, sixf >0
g—gﬁ:(:c*) =p >0, siz;=0

Observar los siguientes ejemplos.
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Vf(z*)
En z* se tiene:
« Af [\ _
o 27 >0y 5-(z") =0,
/,”//,:‘ \\\ * ﬁ *
N . 15 =0y go-(2") >0
- - - \ /
//:/// ///,4/’ /\ /I //
// /’ /// :/ //// L,/ /// //
o / - -7 /’
v‘ t Vo7 /// //
N _ - ,
| sl ---7 -7
. e
Yy
f(@*)
En z* se tiene:
. af [ x
xl—Oya—xl(x)>0,
- T * of *
- P ~ < X P ——
et by . 15 =0y go-(2") >0
’//// //:" \\ ! //
e O .7 / / oy
// // /, (4/// /// // /
/ [
I ! /\ ,/’/ /’ /
! : o7 P //
I \ /,/ 7z
| N -7 Phd
. e
Yy
En z* se tiene:
* Of (% _
2y >0y 5 (") =0,
* Of (% _
$2>Oya—x2($)—0
x

Dado Q = {z € R™ : > 0}, se define la proyeccién de un punto = sobre €2 como el vector
y = Pq(x) cuyas componentes son

Yi = x; siax; >0.
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Ejercicio. Mostrar que z* es KKT para el problema (25) siy solo si Po(z*—V f(2*)) —2* =

Geometricamente:

V()

Esta condicion de optimalidad sugiere el método del gradiente proyectado:
M¢étodo del gradiente proyectado.

1. Dados xg inicial. En un x; € €2 hacer los siguientes pasos:

2. Calcular
yr =z — V fxg)
2k = Pa(yk)

dk = Zk — Tk
Si dy, = 0 parar. (z5 es KKT)

Si no, hacer bisqueda de Armijo en la direccién dy:

3. definir t =1,
si f(zy +tdy) < f(xr) + o1tV f(z) " dy, entonces (26)

a) si xp +tdy € Q definir t, =t e ir a 2.
b) sino, hacer t =1¢/2 e ir a (26).

Observaciones. Si 2 = IR™ es el método del gradiente con buisqueda de Armijo. El algoritmo
es aplicable para las cajas @ = {x € R" : © > 0} o la més general Q = {z € R": | <z < u}.

Ejemplo. Hacer algunas iteraciones del método del gradiente proyectado para resolver el
problema

Minimizar —x —ysujetoa 1l <z <3, <y < 2.

En la figura se observan los iterados comenzando desde xzy = (1,1).
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X1 To =T

Ty

Teorema 3.1. Se puede demostrar lo siguiente:
1. Para todo k, d;. es una direccion de descenso para [ en xy.
2. Si z;, = x, para algun k entonces xj, es KKT.
3. Todo punto de acumulacion es KKT.

La idea general del método de gradiente proyectado se puede extender para resolver el
problema con restricciones lineales de igualdad:

Minimizar f(z)

sujeto a Ax = b, (27)

donde A € R™" m < n, rango(A)= m. En este caso se tiene que z* es KKT si y solo si

Pyaiay (Y f(z%)) = 0.

Ejercicio.
Resolver los siguientes problemas, a partir del punto inicial mencionado, aplicando el método
del gradiente proyectado con busqueda de Armijo presentado previamente.

Min 73 — 29 Min 2%+ 23
a) sa 1<z <3 b) sa 0<uxz <4
1 <2y <2. 1 <2y <3
zo = (3,1) xo = (4,3)

3.2. Meétodo de Conjuntos activos

Este es un método para resolver problemas cuadraticos de la forma

Minimizar %xTQx +clx (28)
sujeto aalz <bj,i=1,....p
donde ) es una matriz simétrica. El conjunto factible {x € R™ : alx < b;,i = 1,...,p} también
se representa en forma mas compacta de la forma Az < b donde A es la matriz en IRP*" cuyas
filas son los vectores aj .

Sabemos que un punto z* es KKT si y solo si existen p € IRP, u > 0 tal que

Qr*+c+ATu=0
alx < b, pi(alz —b;) =0.
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Observar que, si A tiene rango completo (p), como
Va(a) + AT =0

implica que u = —(AAT) "1 AVq(z*).

La regién factible es un poliedro, definido por la interseccién de los semiespacios a) x < b;.
Puede ser vacio, acotado o no acotado.

Si la matriz @ > 0 entonces la cuadratca es convexa y existe un unico minimizador global.

Si ) # 0 entonces, puede no haber minimizador local o puede haber mas de un minimizador
local que cumple las condiciones necesarias de segundo orden.

f=-2
=1 & _1 f(x,y) = —zy es indefinida y el problema no
tiene solucién.
flf
f=

-2

% 5

f=2

f(z,y) = % — y? es indefinida y el problema

\\
/ tiene 2 minimizadores locales.

f(z,y) = —(2* + y*) es definida negativa y
el problema no tiene solucion.
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Veamos como funciona un m étodo de restricciones activas. Dado un punto z( factible, en
un iterado x; se identifican las restricciones que son activas en ese punto:

Alzy) = {i : al'zy, = b;}
y se plantea el subproblema

Minimizar ¢(x)
sujeto ax € Wy ={r € R": alz = b;,i € A(xy,)}.

)

(29)

Definimos la matriz Ay = [a]ica@,) la matriz formada a partir de A por las filas que se
corresponden con indices en A(xy). Si & es un solucién del problema anterior entonces d =
T — xy, es solucion del problema

Minimizar 1d”Qd + Vq(zy)"d (30)
sujeto a Apd = 0,

Consideramos dos posibilidades:

En este caso, & = x, y como z es solucién de (29), por las condiciones KKT sabemos
que existe p tal que Vg(xy) + AT = 0. Si {a; }ie A(zy,) son linealmente independientes entonces
M= —(AkA;‘f)_lAqu(xk)

Si g > 0 entonces z, es KKT para (28).

Sialgun p; < 0,7 € A(xy) entonces xy no es solucion y para llegar a un minimizador tenemos
que abandonar alguna restriccién del conjunto A(zy) para la cual p; < 0.

2. dy #£ 0.

En este caso buscamos el paso maximo que se puede dar en esa direccién sin salir de la region
factible. Aqui intervienen las restricciones que no se encuentran en el conjunto de trabajo.

Si j ¢ A(xy) entonces a] (xy + tdy) = al xy, + ta] dy.

Si a]Tdk < 0 entonces a}r(:)sk +itdg) = ajrxk —I—ta]Tdk < b; y no se alcanza el borde de la regién.

Si aldy > 0 entonces a] (zy + tdy) = a] xx + ta] dp = b; siy solo sit = bjfTadek

a. T
j Tk

Luego, el paso maximo que se puede dar en la direcciéon es

b — alxy
_ . j
tmar = min 5.

¢ A(i),al di>0 a]Tdk

Luego, definimos ¢, = méax{1, t,,q, }-
Si t;, = 1 entonces no se ha alcanzado ninguna restriccion y se define xp 1 = g, Wiyp1 = Wh.
Si t; < 1 entonces se ha alcanzado alguna restriccion, supongamos que fue la restriccion
j y debemos incorporar esa restriccién al nuevo conjunto de trabajo y se define z,.1 = xp +
trdy, Wi = Wi U{j}.

Algoritmo de conjuntos activos.
Sea x¢ inicial, factible, A(zo), [ai]ica(zy) linealmente independientes.
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Figura 13: Curvas de nivel y regién factible del problema (31).

1. Resolver el subproblema (30) correspondiente.

Sid=0ira [3.]. Sino

2. Calcular t,,4, v tg.
Si ty = 1 entonces definir zg 1 = zg, Wiy = Wy eir a [1.].
Si t, < 1 entonces definir 11 = xf + trdg, Wir1 = Wy U {j} siendo j el indice para el

T
b; aj T
T
a; dy,

cual ¢, = eir a [L.].

3. Sid=0, calcular u = —(A,AT) T A, Vq(xy).

Si g > 0 terminar. Sino, definir x4 = xg, A(zk11) = A(zx) — {j}, siendo j tal que la
coordenada j de p es negativa e ir a [1.].

Veamos el proceso en el siguiente ejemplo:

Minimizar 222 4+ 2y + y? — 122 — 10y

sujetoar+y <4,z>0,y >0. (31)
Observar las curvas de nivel y la regién factible en la figura 13.
1 1
Definimos las restricciones como (1)z+y <4, (2) z > 0,(3) y > 0. Luego A= | —1 0
0 -1

Supongamos que comenzamos con el punto zo = (0,0). En ese punto tenemos que A(xg) =
{2,3}, Wy = {(x,y) : = 0,y = 0}, luego la solucién del primer subproblema es (0,0) que
se corresponde con d = (0,0). Calculamos los multiplicadores en esa solucién. Tenemos que
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Ay = ( _01 _01 ) . Luego, —Vq(zg) = (12 10)T, u < 0. (—Vq(xo) no se puede escribir como

combinacién positiva de ag, as.)

Entonces, hay que abandonar una restriccién, abandonamos por ejemplo la segunda restric-
cion.

Luego, z1 = zo, A(z1) = {3},W1 = {(z,y) : y = 0} y tenemos un nuevo subproblema.
Buscar el minimizador del nuevo subproblema equivale a encontrar d solucién de

Minimizar $d*Qd + Vq(z1)"d
sujeto a A;d = 0.

Si d = (di1,ds), Aid = 0 equivale a dy = 0 luego, la funcién objetivo del subproblema es; en
realidad, una funcién de una variable d; y tiene su menor valor en d; = 3. Luego, d = (3,0), xo =
x1+d = (3,0). Buscamos ahora el minimizador en esa direccién, en este caso es el mismo punto
porque la restriccion es z +y < 4 (si fuera x + y < 2 deberiamos parar en el punto (2,0)).
Continuando con el proceso se obtienen los siguientes iterados x3 = (3,0), 24 = ( g, 1), x5 =

3 5 3

Se pueden demostrar las siguientes propiedades para este método.

Proposicién 3.1. Dados xy, A(xy),Q > 0.

1. La solucion d del problema (30) es factible y de descenso en x.

2. Si [ailica@,) €s linealmente independiente entonces [a;lic Azy.,) €5 linealmente indepen-
diente.

Teorema 3.2. Si Q > 0 en un numero finito de iteraciones el método encuentra un punto
estacionario.

Luego, vemos que el método se reduce a resolver una sucesién finita de problemas con
restricciones de igualdad. Se puede extender a problemas con una funcién objetivo general, no
necesariamente cuadratica.

Ejercicio.

1. Resuelva los siguientes problemas utilizando el método de restricciones activas comen-
zando desde los puntos indicados. Analizar el proceso graficamente cuando sea posible.
a) Min  (z7 — 1)2 + (22 — 2,5)?
s.a —x1 4+ 229 < 2
T+ 2.T2 S 6
0 21’2 S 2
T Z O, i) Z 0.

xo = (2,0)

b) Min 2% — 2129 + 23 — 31,
s.a 1+ a0 <4
T Z O, i) 2 0.
o — (0, O)
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3.3. Meétodos de penalidad y barrera

Este tipo de métodos buscan la soluciéon del problema con restricciones no lineales generales
mediante el limite de soluciones de problemas sin restricciones (o con restricciones més faciles).

En el caso de métodos de penalidad la funcién original es reemplazada por una funcion que
se forma mediante la suma de la funcién objetivo més un término que penaliza el hecho de que
la restriccion no se verifique.

En el caso de métodos de barrera, a la funcién objetivo se le suma un término que favorece
puntos interiores de la region factible sobre los puntos que estan en la frontera.

Asociados a estos métodos hay un parametro, de penalidad o de barrera, que determina la
severidad del castigo.

Para fijar ideas, consideremos de forma general el problema de Minimizar f(z) sujeto a
x € S, donde S es el conjunto factible que puede estar formado por restricciones de igualdad y
desigualdad generales.

La idea del método de penalidad es reeemplazar el problema original por un problema sin
restricciones de la forma Minimizar f(z) + pP(z) donde p > 0 es constante (parametro de
penalidad) y P es una funcién de IR™ que tiene por objetivo penalizar las restricciones que
definen S. P debe cumplir:

= ser continua,
» P(z)>0,

» P(x)=0siysolosizeS.

Por ejemplo, si S = {x: hy(x) = 0,7 =1,...,m} pueden considerarse las funciones
1. P(x) = Z(hi(x))z, llamada funcién de penalidad cuadratica,
i=1

SiS={x:9(xr)<0,i=1,...,p} pueden considerarse las funciones
p

1. P(x) = Z(méx{o, gi(z)})?, llamada funcién de penalidad cuadratica,
i=1

2. P(z) = Zméx{(), gi(x)}.

La idea es, una vez elegida un funcién de penalidad, resolver una sucesion de problemas
irrestrictos:
Minimizar f(x) + ppP(x)

para una sucesion {px} que tiende a infinito. Es decir, a medida que py aumenta, la no verifica-
cion de las restricciones se torna mas cara. Podemos esperar que las soluciones de los problemas
irrestrictos se aproximen la conjunto factible cuando p, — oo y sus puntos limites sean solucién
del problema original.
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Consideremos el problema con restricciones de igualdad

Min «
sa x=0
y la funcién de penalidad cuadratica P(z) = 2.
Las siguientes son las graficas de la funcion P(z,p) = f(z) + pP(x) para los valores de
p=1,2,10

X+ X
2 7 2
\ 1
\ 1
\ !
1.5F B 1.5F
\ ’
\ ’
\ 1
1k \ : S ] 1k
\ ’
A 7
A ’
0.5f M ’ 1 0.5f
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A ’
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0 o - 0
~ .,
Nn—’
-0.5F B -0.5F
1 i i i i i i 1 i i i i i
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
X +10 x?
2 T
15F |
1h ]
0.5F N b
0
05k ]
-1 i i i i i i
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Observar las tres graficas juntas:
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Consideremos el problema con restricciones de desigualdad

Min T
sa x>1

y la funcién de penalidad cuadritica P(r) = méx{0,1 — z}>.

Las siguientes son las gréaficas de la funciéon P(x,p) = f(z) + pP(x) para los valores de
p=1210
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Observar las tres graficas juntas:

Para el mismo problema, observemos las graficas para la funciéon de penalidad P(z) =
max{0,1 — x}.

Lema 3.1. Definimos o(x,p) = f(x) + pP(x). Si {zx} es la sucesion generada por el método
de penalidad utilizando una sucesion creciente de parametros py, entonces

1. o(zk, pr) < ©(Ths1, Prt1)
2. P(xy) > P(z411)

8. f(wr) < f(wrga)-

Dem.

Loo(@pr1, pre1) = f(@rs1) + por1P(@in) 2 f(@re1) + peP(@es1) = flar) + preP (o) =
o(xy, pr), ya que z, es el minimizador de f(z) + ppP(x).
2. Por definicion de x; tenemos que

fxr) + prP(xr) < f(@p41) + prP(Thyr)-

Por definicién de z;; tenemos que

f(@rs1) + prr1 P(@pi1) < f(an) + prr Plag).
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Sumando,
PeP (k) + pry1 P(wr41) < prP(Try1) + prgr Plag).
Luego,
(Pes1 — pk) P(2ri1) < (prr1 — pr) P(wk)

y se obtiene el resultado ya que ppi1 — pr > 0.
3. Usando 2.

f(@i) + peP(z) < f(@rt1) + puP(@p11) < f(@pt1) + peP (@),
luego se obtiene 3. O

Lema 3.2. Si x* es solucion del problema original entonces

f@") = (e, pr) 2 f ().

Dem.

f(@*) = f(&") + prP(2") > f(zr) + puP(xr) > f(28).
]

Teorema 3.3. Sea {1} una sucesion generada por el método de penalidad. Entonces, todo
punto limite de {zy} es solucion.
Dem.

Sea z* punto limite de la sucesién. Entonces existe K C IN tal que x, —rex z*. Por
continuidad sabemos que f(zy) —rer f(2*).

Sea f* = min,cs f(x) el valor optimo del problema original.

Por los lemas previos, la sucesion {¢(zg, pr)} es no decreciente y acotada por el valor f*.
Entonces

Jif < f*.
M o (a, pr) < f
Luego,
lfm pP(5) = I — — o — f(z"
M py P(x) = M o (g, pr) — f2x) = @” = f(27)
siendo o* = lmyex @(xk, pr) < f*
Como P(xy) > 0y pr — 0o tenemos que debe ser limge e P(xy) = 0. Luego, por continuidad
P(2*) = 0 es decir, z* es factible.

Ademas, tenemos que f(xy) < f*. Entonces, f(z*) = limyex f(xg) < f*. esto implica que
f(z*) = f~. O
Consideremos la funciéon de penalidad cuadratica para el problema con restricciones de

igualdad
Minimizar f(z) sujeto a h(x) = 0. (32)

El subproblema que aparece en cada paso del método es
Minimizar f(x) + D 2:(@(1:))2

61



Por un lado, un punto x; estacionario de este subproblema verifica:
Vf(xy) + pr i hi(xy)Vhi(xy) = 0. (33)
i=1
Por otro lado, para el problema general (32), buscamos un A € IR™ tal que
Vf(x*)+ zm: AiVh(z*) = 0. (34)
i=1
El siguiente teorema nos da condiciones necesarias bajo las cuales pph;(zx) — ;.

Teorema 3.4. Sea {xy} la sucesion generada por el método de penalidad con la funcion
cuadrdtica. Si xp — x* solucion regqular entonces A\, = prph(xy) converge al multiplicador de
Lagrange asociado.

Dem.

De la igualdad (33) tenemos que
Vf(z) + (Jh(zg)) A\, = 0. (35)
Como z* es regular sabemos que existe un tinico A que verifica (34), luego
A= —(Jh(z*) Jh(z*) )L Th(z*)V f(2%).

Como Jh(z*) tiene filas linealmente independientes, por continuidad, Jh(z) también tiene filas
linealmente independientes para k suficientemente grande. Luego, por (35) tenemos que

e = —(Jh(xg) Jh(xp)") " Th(z)V f (21

y por continuidad se demuestra el teorema. 0

Este teorema se puede generalizar para desigualdades usando la funcién de penalidad
cuadratica.

p

Teorema 3.5. Sea {xy} la sucesion tal que V f(xy) + Zpk max{0, g;(xx)}Vgi(z*) = 0. Si
i=1

x — x* solucion regular del problema de Minimizar f(x) sujeto a g;(x) < 0,0 = 1,...,p

entonces pp = pr max{0, g(xy)} converge al multiplicador de Lagrange asociado.

Los métodos de barrera se aplican exclusivamente a problemas con restricciones de desigual-
dad.
Consideramos el problema

Minimizar f(x) sujeto a g;(z) <0,i=1,...,p (36)

y suponemos que el interior relativo del conjunto factible es no vacio: int(S) = {x € R" :
gi(x) < 0} # 0. Definimos por € al conjunto factible.

En este caso la funcién objetivo se reemplaza por una funcién de la forma f(z) + pB(z)
donde la funcién B(z) definida para = € int(S) debe cumplir:
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1. B debe ser continua en int(.S),
2. B(x) > 0,Yz € int(S),

3. Si{zr} C Q,gi(zk) <0y, paraalgini € {1,...,p}limg_,o gi(xx) = 0 entonces limg_,o B(z) =
0.

La ultima condicién establece que la barrera se acerca a infinito cuando un punto se acerca
a la frontera de la region.

Algunas funciones de barrera conocidas en la literatura:

p

1. B(z) =— Z ) es llamada barrera inversa.
i=1 7"

p
2. B(x)=— Zln(—gi(x)) es llamada barrera logaritmica.
i=1

La idea es, una vez elegida una funciéon barrera, resolver una sucesiéon de problemas de la
forma

Minimizar f(x) + uxB(x),sujeto a x € int(S)

donde py es una sucesién decreciente de escalares no negativos que tiende a cero.
Consideremos el problema

Min
sa x>1.
Consideramos la funcién barrera inversa B(x) = —ﬁ.
Las siguiente son la graficas de la funcién Q(z,pn) = f(z) + puB(x) para los valores de
w=1;0,5;0,1
x—(1/(1-x)) x=0.5 (1/(1-x))
15F7 T T T 6
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1
100 '| 4k
1
1 -
5f \ PR 2
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x=0.1 (1/(1-X))
4 r

x=0.1 (1/(1-x))

4 -

= = =mu=1 :

mu=0.

3 u=0.5 |

““““ mu=0.1
2 i
1 4
0

i i

Veamos las graficas para el mismo problema utilizando la funciéon barrera logaritmica.
B(z) = —log(x — 1).

Las siguiente son la graficas de la funcién Q(x,pn) = f(x) + pB(x) para los valores de
1=1,0,5,0,1

x-log(x-1) x = 0.5log(x-1)
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x = 0.1log(x-1)

251 4

151 ]

Observar las tres graficas juntas:

- = mu=1

=— mu=0.5

1k v mu=0.1 |
T

Consideremos el problema
Min 0,5(z* + y?)
s.a T > 2.
y la funcién barrera logaritmica B(z) = —In(x — 2).
Las siguientes son las curvas de nivel de la funcién Q(z, u) = f(x) + pB(x) para el valor de
p=1
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05x%+0.5 y2 —log(x-2)
1 T T T

0.8

0.6

0.4

0.2

Las siguientes son las curvas de nivel de la funcién Q(z,pn) = f(x) + pB(x) para el valor de
w=203

0.5 %% + 0.5 y? -0.3 log(x-2)
T T

1 1 1 1 1 1 1 1
2.05 21 215 2.2 2.25 2.3 2.35 24 245 25

Las siguientes son las curvas de nivel de la funciéon Q(x, u) = f(x) + uB(x) para el valor de
nw=0,1
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0.5 X% + 0.5 y? -0.1 log(x-2)
1 T T T

Las siguientes son las curvas de nivel de la funcion Q(x, u) = f(x) + uB(x) para el valor de
w=0,01

0.5 X% + 0.5 y? -0.01 log(x-2)
1 T T

2.05 21 215 22 225

De manera similar al método de penalidad se obtienen los siguientes resultados.

Lema 3.3. Definimos Q(x,pn) = f(x) + puB(x). Si {x} es la sucesion generada por el método
de barrera utilizando una sucesion decreciente de pardmetros py, entonces

L Q(wpsr, prr1) < Q2 k)

3 f(rr) < flag).

Teorema 3.6. Sea {z\} una sucesion generada por el método de barrera. Entonces, todo punto
limite de {x}} es solucidn.
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Ejercicios.

1. Considere el problema
Min 1?2 — 19
s.a X1 +x9 =06, > 0.

Mostrar que si se utiliza el método de penalidad con la funcién de penalidad cuadratica,
k

entonces (z¥, 25) — 2* cuando p, — oc.
2. Considere el problema
Min 222 4 9z,
s.a x1+x9 >4,

Mostrar que si se utiliza el método de barrera inversa, entonces (z%,2%) — 2* cuando

3. Considere el problema
Min —301’1 + 333'% — 8.%2 + 21’%
s.a 3r1 + 225 < 6.

Calcular la solucién mediante la aplicacion del método de barrera logaritmica. Calcular
el multiplicador de Lagrange asociado.

3.4. Meétodo de Lagrangiano Aumentado

Un defecto importante de los métodos de penalidad es la necesidad de hacer pr — oo para
probar convergencia a la solucién. Esto genera problemas numéricos en la resolucion de los
subproblemas.

Consideremos el problema con restricciones de igualdad (11). Las condiciones KKT para
este problema vienen dadas por:

Vf(x)+ Jh(z)TA=0
h(z) = 0.

Sabemos que, si z* es un punto KKT y A es el multiplicador entonces (z*, ) es un punto estacio-
nario de la funcién de Lagrange [(x, ). Lamentablemente, aunque conocieramos de antemano
A, z* puede no ser un minimizador de [(z, A).

Consideremos por ejemplo el problema de minimizar z3 sujeto a  + 1 = 0. Tenemos que
r*=—-1A=-3y l”(x*, A) < 0. Sin embargo se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Si x* cumple las condiciones suficientes de sequndo orden y A es el multiplicador
de Lagrange asociado existe p > 0 tal que la funcion

m

o) = F@)+ > Nhile) + 2> (hala))?

i=1

tiene un minimizador local en x* para todo p > p.
Dem.
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Ver el libro [6]. O

Luego, si conocieramos de antemano los multiplicadores, bastaria un valor finito de p para
transformar el problema original en un problema sin restricciones.
El problema (11) es equivalente, para A fijo, al problema

Minimizar f(x) + Z hi(z) sujeto a h(x) = 0. (37)
i=1
Si aplicamos el método de penalidad cuadratica a este problema tenemos en cada iteracion
el subproblema

Minimizar f (x) + ; Aihi(r) + g ;(hz(l’))Q

que, para diferentes A son subproblemas diferentes. Si buscamos un punto estacionario tenemos
que

Vf(x)+ Z A Vhi(z) + p Z hi(x)Vhi(x) = 0

que equivale a
m

VF@)+ (i + phi(a)) Vhi(w) = 0.

Comparando con el sistema KKT del problema original, se puede deducir que, para A fijo,
el escalar A + ph(z) podria ser una buena estimativa para llegar a calcular el multiplicador
asociado. Esto suigere el siguiente método.

Meétodo de Lagrangiano Aumentado.
Dados zg inicial, p; > 0, \; € IR™.

m m

1. Calcular z;, minimizador local de f(z)+ Z[Az]khz(:c) + — Z:(hl(a:))2

i=1 i=1
2. Si ||h(zg)]] > 0,1]|A(xk—1)|| entonces pri1 = 10px.

3. Definir A\p11 = \g + pph(zg) y repetir.

La funcién L(zx, A, p) se denomina funcidn Lagrangiano Aumentado.
La solucion de cada subproblema del paso 1. es un punto x; que cumple

V() + Y (i + prhi(a)) Vi) = 0

i=1
pero puede no ser factible, o puede, no ser “tan factible” como lo era zj,,. Por eso, en el paso
2. comparamos si ||h(zy)|| decrece comparada con el valor previo ||h(zg—1)].

Consideremos el problema
Min  $(z? + y?)
s.a r=1.
Comenzando con xy = (0,0), \; = 0, p; = 1, las siguientes son la curvas de nivel de la funcién
Lagrangiano aumentado L(z, A, p1).

69



0.5x2+0.5 y? + 0.5 (x-1)°

2 T
151+
1
0.5
> 0
—05kF i
-1
-1.5 ml
2 I I I I I I
-15 -1 -05 . X

-2

S

x o
o
3
P
P
3
N

Para esta funcién, la solucién es el punto x; = (0,5,0). Se tiene py = 1, Ay = —0,5.
Las siguientes son la curvas de nivel de la funcién Lagrangiano aumentado L(x, Ay, p2).
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Para esta funcion, la solucién es el punto z5 = (0,75,0). Se tiene p3 = 1, \3 = —0,75.
Las siguientes son la curvas de nivel de la funcién Lagrangiano aumentado L(x, A3, p3).
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Teorema 3.8. Sea xp minimizador global de la funcion L(x, A\, pr). Suponemos que A\ es
acotada y que {px} es una sucesion creciente que tiende a 0o. Entonces, todo punto limite de
{zx} es minimizador global de f sujeto a h(x) = 0.

Dem.

Se puede encontrar un prueba en [6].

Proposicion 3.2. Sea xy tal que ||ViL(x, A, pr)|| < ek, Ax acotada, {pr} es una sucesion

creciente que tiende a 0o y e — 0. Si {xy brex €s una subsucesion tal que xy —pex ** para x*
reqular entonces x* es KKT y A\, + prh(zr) —rerx A multiplicador de Lagrange asosiado.

Este método se puede extender para problemas que ademas tienen restricciones de desigual-
dad, [6].

Ejercicio. Considere el problema

Min Zx% + 2x129 + x% — 2x9
s.a r, = 0.

1. Calcule la solucién (z*, \*).

2. Existe p > 0 para el cual x* es minimizador de la funcién Lagrangiano aumentada
L(z, \*, p) para todo p > p? Si existe, calcularlo.

3. Hacer 3 iteraciones el método de Lagrangiano aumentado comenzando con xg = (0,0), pg =
1, Ao = 0. Hay convergencia?
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